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ABSTRAK

Metode nonlinear spectral conjugate descent vang baru merupakan gabungan dari metode conjugate descent dan metode spectral
conjugate gradient. Metode ini menghasilkan “*k yang berorientasi menurun (descent direction). Dengan menggunakan pencarian
garis strong Wolfe Rule, metode ini telah dibuktikan konvergen global. Tulisan ini menganalisis tentang konvergensi global metode
tersebut dengan menggunakan pencarian garis Armijo yang termodifikasi. Analisis ini menunjukkan bahwa menggunakan

pencarian garis Armijo yang termodifikasi, metode nonlinear spectral conjugate descent yang baru konvergen global.

Kata kunci: metode nonlinear spectral conjugate descent, konvergen global, pencarian garis Armijo yang termodifikasi

ABSTRACT

The new nonlinear spectral conjugate descent method is constructed by combining the spectral conjugate gradient method and
conjugate descent method. This method generates descent direction d. Under the strong Wolfe rule this method is globally convergent.
This paper analyzed global convergence of this method using the modified Armijo line search. The result shows that the new nonlinear
spectral conjugate descent method is globally convergent under the modified Armijo line search.

Key words: nonlinear spectral conjugate descent method, global convergence, modified Armijo line search

PENDAHULUAN

Beberapa tahun terakhir banyak bermunculan
metode-metode baru dan yang merupakan modifikasi
dari metode-metode lama untuk menyelesaikan
masalah optimasi tanpa kendala. Hal ini dikarenakan
masalah optimasi tanpa kendala banyak digunakan di
berbagai bidang seperti transportasi, eksplorasi bahan
bakar minyak, aerospace, dan sebagainya (Liu et al.,
2012). Semakin besar skala atau variabel yang terlibat
dalam masalah optimasi tanpa kendala, maka semakin
besar pula kebutuhan akan adanya suatu metode
yang mampu menyelesaikan masalah optimasi tanpa
kendala dalam skala besar.
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Masalah optimasi nonlinier tanpa kendala
merupakan pencarian nilai minimum dari fungsi
bernilai f(x) yaitu

Min f(x), X € RMecuoiiiiiiieieciceeceeceeeee e (1.1)

f adalah fungsi nonlinier yang kontinu dan
terdiferensialkan dengan gradien g(x) = Vf{x). Masalah
tersebut dapat diselesaikan secara numerik, yaitu
dengan cara iteratif. Iterasi yang dijalankan dinotasikan
dengan x;, k=1,2,.... Setiap iterasi diberikan oleh

Xt 775 F Ol ettt (1.2)
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oy adalah panjang langkah (step length) yang ditentukan
oleh suatu pencarian garis, d, adalah arah pencarian dan
x; adalah titik awal.

Salah satu metode yang terkenal untuk
menyelesaikan masalah ini adalah metode conjugate
gradient. Metode ini membutuhkan memori yang
sedikit dan mempunyai sifat kekonvergenan lokal
maupun global. Namun arah pencarian yang
dihasilkan dari metode ini tidak dijamin arah yang
menurun. Di lain pihak, metode spectral gradient
menggunakan hanya gradien sebagai arahnya di
setiap pencarian garisnya. Metode ini mempunyai
performa yang lebih bagus daripada metode conjugate
gradient dalam berbagai masalah (Birgin & Martinez,
2001).

Birgin & Martinez (2001) mengembangkan
metode spectral conjugate gradient yang merupakan
gabungan dari metode spectral gradient dan metode
conjugate gradient. Metode ini terbukti sangat efektif
untuk menyelesaikan masalah optimasi tanpa kendala
nonlinier. Akan tetapi metode ini menghasilkan arah
yang belum tentu menurun.

Metode lain yang terkenal adalah metode conjugate
descent dengan menggunakan pencarian garis strong
Wolfe. Metode ini dikembangkan oleh Fletcher (1987).
Salah satu sifat penting dari metode ini adalah arah
pencarian yang dihasilkan merupakan arah pencarian
yang menurun (descent direction).

Termotivasi oleh Birgin & Martinez, Liu et al. (2012)
mengembangkan metode yang menggabungkan
metode conjugate descent dan metode spectral conjugate
gradient yang disebut dengan metode spectral conjugate
descent. Metode ini menghasilkan arah pencarian yang
menurun. Liu et al. (2012) telah menunjukkan bahwa
metode ini konvergen global menggunakan pencarian
garis strong Wolfe. Di lain pihak, untuk pencarian
garis yang lain belum ditunjukkan kekonvergenan
globalnya.

Dalam makalah ini dibahas kekonvergenan global
metode spectral conjugate descent dengan menggunakan
pencarian garis Armijo yang termodifikasi. Hal ini
termotivasi oleh Kim et al. (2008) yang menunjukkan
bahwa pencarian garis Armijo yang termodifikasi
lebih efisien dalam mencari nilai minimum lokal
walaupun membutuhkan perhitungan yang lebih
banyak dibandingkan pencarian garis lainnya.

METODE PENELITIAN

Kekonvergenan metode spectral conjugate descent
dengan menggunakan pencarian garis Armijo yang
termodifikasi dianalisis dengan menggunakan
pendekatan secara numerik.

Metode Conjugate Gradient
Pada umumnya metode conjugate gradient
dideskripsikan oleh iterasi berikut ini:

X1 = X + agedy

ok>0 adalah panjang langkah (steplength) yang
ditentukan oleh suatu pencarian garis, d; didefinisikan
oleh:

ifk=1 2.1)

_{_gk
ifk >1

d. =
T =gk + Brdi-1,

dengan g;,=¢(x;) adalah gradien dari f di titik x;,
By adalah parameter yang jika digunakan untuk
meminimumkan fungsi kuadratik yang konveks ketat,
maka arah pencarian d; dan d;_; merupakan konjugat
berdasarkan Hessian dari fungsi objektif (Zhang et al.,
2006). Dai et al. (2004) menyatakan bahwa jika fungsi
objektifnya adalah fungsi kuadratik yang konveks
ketat dan menggunakan pencarian garis eksak,
maka metode conjugate gradient menghasilkan arah-
arah pencarian yang konjugat satu dengan lainnya.
Terdapat banyak formula untuk f; yang terkenal, di
antaranya adalah Fletcher-Reeves (FR), Polak-Ribiere-
Polyak (PRP) dan conjugate descent (CD). Formula-
formula tersebut diberikan berikut ini:

llgll?

FR — MKW e (2.2)
T lgr—all?’
T

PRP _ Gk VK1 i, (2.3)
k llgre—1l12

dan
o — _ Mgkl e (2.4)
k di—1" Gk-1

dengan Yk-1 =9k ~Y9k-1 dan ||.|| menyatakan

Euclidean norm.

Metode Spectral Conjugate Gradient

Metode spectral gradient awalnya dikembangkan
oleh Barzilai dan Borwein pada tahun 1988, kemudian
Raydan mengembangkan metode ini lebih jauh
untuk menyelesaikan masalah optimasi tanpa
kendala dalam skala besar. Birgin & Martinez
(2001) mengembangkan tiga macam metode spectral
conjugate gradient yang merupakan gabungan dari
metode spectral gradient dan metode conjugate gradient.
Arah pencarian diberikan oleh:

di=—0,9r + BiSk-1
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Sk—1 = X — Xi—1 dan parameter f§, ditentukan oleh:

_ (OxYi-1— sk—l)Tgk

P Sk-1"Yr-1
_ 0xYi—1' G
'Bk - T
Ap—16k_19k-1" Gr—1
dan
gknggk
B =

T .
A-10k-19k-1 Gr-1

sedangkan Oy adalah spectral gradient yang dapat
ditentukan oleh:

T
Sk—1" Sk—
e —— (2.5)
Sk—-1"YVk-1

Yk-1 = 9k — k-1.Secaranumerik metode ini sangat
efisien, akan tetapi arah pencarian yang dihasilkan
belum tentu arah yang menurun (descent direction).
Berdasarkan metode spectral conjugate gradient,
Zhang et al. (2006) memodifikasi metode Flethcer-
Reeves sehingga arah pencarian yang dihasilkan
adalah arah pencarian yang menurun. Metode
Fletcher-Reeves yang termodifikasi diberikan oleh:

g - {—gk ifk=1,
KT -0k gk + BERd_y, ifk > 1,

BER diberikan oleh (2.2).

_ di1 Vi
Gi-1"Gr-1
Jika pencarian garis yang digunakan adalah

pencarian garis eksak, maka metode ini kembali ke
metode Fletcer-Reeves yang standar.

k

Metode Spectral Conjugate Descent

Untuk mendapatkan arah pencarian yang
menurun, Liu ef al. (2012) mengkombinasi metode
spectral conjugate gradient dan metode conjugate descent.
Arah pencarian dari metode conjugate gradient descent
diberikan oleh:

d, = {_gk
k =01 91 + Brdi-1,

itk =1,
ifk >1,

Sains & Mat, Vol. 2 No. 2, April 2014: 42-48

B, adalah

K ifgiTd1 <0

b= { 0, elSe e 2.7)

Td
9 — 1 _ gk Ak—1 :
k r—1Tdp_y (2.8)

Dengan menggunakan pencarian garis Armijo
yang termodifikasi akan ditunjukkan bahwa metode
ini konvergen global serta menghasilkan arah
pencarian yang menurun.

Pencarian Garis Armijo Yang Termodifikasi

Pencarian garis merupakan salah satu bagian yang
penting dalam metode optimisasi. Terdapat dua jenis
pencarian garis, yakni pencarian garis eksak dan tidak
eksak. Namun dalam praktiknya, pencarian garis yang
tidak eksak lebih dipilih daripada pencarian garis
yang eksak karena sifat pencarian garis eksak yang
terlalu mahal dan tidak efisien. Di lain pihak, bagi
sebagian besar metode-metode optimisasi, sebagai
contoh metode Newton dan metode Quasi-Newton,
kekonvergenan metodenya tidak bergantung pada
pencarian garis eksak yang digunakan.

Secara umum, pencarian garis tidak eksak mencari
panjang langkah (steplength) yang sesuai sehingga fungsi
objektif merupakan fungsi yang menurun di setiap
iterasinya. Salah satu pencarian garis yang tidak eksak
adalah pencarian garis Armijo yang dideskripsikan

sebagai berikut: diberikan g € (0,1),p € (0’ %) >0

terdapat bilangan bulat nonnegatif paling kecil m,
sedemikian sehingga

fx) = fxy + Bedy) = —pB™mrgy” dy.

Modifikasi pencarian garis Armijo berdasarkan
fungsi

1
fe=rf +§(x — %) By (x — xy.)

B, adalah matriks simetris dan definit positif
yang dikembangkan oleh Wei et al. (2000). Untuk
memudahkan penggunaan, modifikasi ini dapat
digunakan dengan mengubah B, menjadi pl untuk p>0.
Untuk metode conjugate descent, pencarian garis Armijo
yang termodifikasi dideskripsikan sebagai berikut:
diberikan ¢, € (0,5), p € (0,1), ¢ €(0,1), x>0 dan
@ > 0, misal didefinisikan @y = p’k@y, pencarian
garis Armijo yang termodifikasi adalah mencari o,
di mana j, adalah bilangan bulat nonnegatif paling
kecil sehingga

. . ; 2
Qi+ plord) < fCu) + cop’prgiedi =5 (07 0i) |2

dan

9(x+ plpdy) di < —(1 = ) gldy. (210)
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Misal n>0 dan &>0 bilangan riil yang sangat kecil,
maka ¢k yang paling sesuai ditentukan oleh

-9kdk
d{zk

T
—9rdk .
_ e >,
Pk = 2k
1, else,

gxxtedi)—gi
zZy = ————.
dengan Zx .

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut adalah algoritma metode spectral conjugate
descent dengan menggunakan pencarian garis Armijo
yang termodifikasi.

Algoritma SCD-MA
Langkah 1 : diberikan ¢o € (0.%), p € (0,1),
¢ € (0,1), u > 0. Pilih titik awal X1 € R, & >0. Set
d, = —g1,k =1.Jika llg1ll £ ¢, maka stop.
Langkah 2 : menentukan ¢, pada (2.11) dan cari oy,
yang memenuhi (2.9) dan (2.10).
Langkah 3 misal Xpp1 = X + apdy
Gi+1 = 9(Xk41)  Jika Grer1 = 0 maka stop.
Langkah 4 : tentukan B, oleh (2.7) dan ¢,oleh (2.8),
maka tentukan d, oleh (2.6).
Langkah 5 : set k=k+1, kembali ke langkah 2.
Kekonvergenan global Algoritma SCD-MA akan
dibuktikan dengan menggunakan asumsi-asumsi
berikut.

dan

Asumsi SCD-MA

1. Level set @ ={x € R": f(x) < f(x,)} terbatas;
x, adalah titik awal.

2. Gradien dari fungsi objektif memenuhi kondisi
Lipschitz, yaitu terdapat L > 0 sedemikian
sehingga untuk semua X,y € {1 berlaku

lgG) =gl < Lllx=yll. ... (3.1)

Berikut adalah teorema yang menunjukkan bahwa
Algoritma SCD-MA menghasilkan arah pencarian
yang menurun.

Teorema 3.1. Misal {g;} dan {d,} dihasilkan oleh
Algoritma SCD-MA, maka

gl de < =gl (32)

Bukti. Dengan menggunakan induksi, kita akan
tunjukkan bahwa kesimpulan benar. Untuk k=1
berlaku d,=g,, sehingga berlaku g1"d; = —llg.l%.
Dengan demikian, (3.2) benar untuk k=1. Kita
asumsikan benar untuk k-1 dan gy # 0, yaitu
Gr-1"di—y < —llgr-1l?>. Jika gx"dk-1 <0, maka
B = Bi°. Dari (2.4), (2.6) dan (2.8) didapatkan

gi"dy_y 2 dk—ngk
——— gl ———F—
dy

llg.ll?
Gr-1"dyg_q —1Tgk—1 ‘

gi'dy = - (1 -

= —llgll*.

Jika 9x"dik-1 >0, maka (,=0. Dengan demikian
dari (2.6), (2.8) dan asumsi bahwa didapatkan
Gr-1"dr—1 <0

g dy_y >
Ty = —(1- L g2
g G < Gr-1"dy—4 Yk

gi.Td,_
= —llgill? +g"$llgkll2 < —llgll>
k-1 k-1

Jadi kesimpulan benar untuk k. Dengan demikian
terbukti bahwa metode spectral conjugate descent
menghasilkan arah pencarian yang menurun, yaitu

gi" di < —llgill” untuk setiap iterasinya.

Dengan menggunakan pencarian garis Armijo yang
termodifikasi, {f(x;)} adalah barisan yang menurun. Hal
ini mengakibatkan {x;} yang dihasilkan oleh Algoritma
SCD-MA termuat di Q. Akibatnya terdapat suatu
konstan f* sedemikian sehingga

limk_)oo f(xk) = f* (33)

Asumsi SCD-MA juga mengakibatkan terdapat
suatu konstan M>0 sedemikian sehingga untuk semua
k berlaku

NGiell S Mo, (3.4)

Lemma 3.2. Misalkan Asumsi SCD-MA berlaku.
Maka

limk_,w aklldkll =0 dan limkaoo _akngdk =0 (35)

Bukti. Dari (3.3) kita dapatkan

© N
D (1600 = f(x)) = Jim > () )
=1 k=1
= I\lll_r&(f(xl) - f(xN+1))
=flx) —f"

Dengan demikian Z,‘le(f(xk) —f(ka)) <.,
sedangkan dari (2.9) didapatkan

Y1 (—Coakgidk + %(ak)zlldkllz)
< T (Flx) — fOxy + ady)) < oo
Ini mengakibatkan Y5 ;(a,)?lld,ll> <o dan

Y1 —axgrdy < . Berdasarkan (3.2), kedua deret
tersebut adalah deret nonnegatif sehingga deret
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tersebut adalah deret yang menurun. Dengan demikian
limk—mo ak”dk” = 0 dan limk_,w —akngdk = 0

Kedua sifat ini sangat penting untuk menunjukkan
kekonvergenan global Algoritma SCD-MA.

Lemma 3.3. Misal Asumsi SCD-MA berlaku. Jika ada
suatu konstan £>0 sedemikian sehingga untuk semua
k>1 berlaku llgkll = ¢, maka terdapat suatu konstan
M;>0 sedemikian sehingga untuk semua k berlaku

Nl S My e (3.6)

Bukti. Untuk k=1 kita peroleh d,=g; sehingga
ld,ll = llg,ll. Untuk k>2, jika gr"dr-1 <0, maka
dengan menggunakan (2.4), (2.6), (2.8) dan
ketaksamaan segitiga didapatkan

ldell < 8, lllgicll + [|BEP ||y I

ld—1llllgx — gr—1llllgsll
lgr-1Tdi—l

lgill*ldp_qll
lgr-1Tdp_4 I

Karena g memenuhi kondisi Lipschitz dan
[l — x4 1l = ak—llldk—lll, maka

lld—11lll gl
ldill < ”gle—dk”(Lak—1||dk—1” +llgxlD
k-1 Q-1
gl

- ”gk ” (Lak—llldk—lll + ”gk”)
-1

Dari (3.4) dan llg«ll = € untuk semua k, maka

M
ldill < — (La-qlldi Il + ).
MZ

e iyl
= c A1 Ap_11l.

Karena lim_o ailldill =0, maka terdapat suatu
konstan g€(0,1) dan bilangan bulat K sedemikian
sehingga untuk semua k>K,

M
7 Laalldill < q.
Dengan demikian, untuk semua k>K berlaku
MZ
ldill < —+a.

Kita definisikan

2
My = max{la, sl .. L2 + )

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa lld |l < M,
untuk semua k.
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Lemma 3.4. Misal asumsi SCD-MA berlaku, {x,}
dan {g;} dihasilkan oleh algoritma SCD-MA. Oleh
karena itu, terdapat suatu konstan M,>0 sedemikian
sehingga untuk semua k berlaku

llgell?
T R

ay = MZ
Bukti. (3.7) dapat dibuktikan pada beberapa kasus
berikut.

Kasus 1. ay=1. Berdasarkan (3.2) kita peroleh

lgill? < —gi"di = 1gi" dic] < llgilllldll
sehingga llgill < lldll.

Hal ini mengakibatkan l1g«ll* < lld[1? = a;lld|I?,

o1 . 2
Dengan demikian ¢, > ::Z"”Z untuk a; = 1.
k

Kasus 2. a;<1. Jika o;<1 maka j;-1 adalah bilangan

nonnegatif. Berdasarkan definisi o, dalam pencarian

garis Armijo yang termodofikasi, % = plklg,

tidak mungkin memenuhi (2.9) dan (2.10) secara
bersamaan.

Jika %« tidak memenuhi (2.9), maka
P

(ot (%) ) = F0 > e (%5) g

_‘i(%)z 2
AV Ild 2.

Berdasarkan Teorema Nilai Rata-rata terhadap turunan,
terdapat y, € (0,1) sedemikian sehingga

f (xk + (%) dk) —flx) = (%) dig (xk + Vi (%) dk)-

Sehingga

—)d X, + —)d, | >co|— d
(p k9 \ Xk T Vi P k 0 P gray

:u(ak)z 2
B (ZE) a2,
2\ 5 lldll

Kedua ruas dibagi dengan % kemudian dikurangkan
dengan g7d, didapatkan

d; +yi () a,) - ~(1-cy)gld
k\ 9| Xk Vkp k) —9k)>—(1—cp)grdi

:u(ak) 2
B (ZE) a2,
2\ 5 lldll
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Karena

7 (g (e +vie (%) de) - gie) < Nl

”g (xk + Vi (%) dk) - gk”,

maka

a a
df (g (x4 1 () ) — ) = 1 (55) a2

Sehingga
H (g A
~(1 - c)ghdi — 5 (Z) dell? < Ly (22) Nl
0/ 9Ktk — 5 P k Yk P k

Kita dapatkan

(1 - co)p(—ghdy)
(Lyye + ) ld, 12

Dari (3.2) diperoleh

(1 = co)pllg,ll?
(Lvic +5) a2

Jika % tidak memenuhi (2.10), maka

(495

T
g (xk + %dk) d,>—-(1-c)gkd,.

Kedua ruas dikurangi oleh gid, maka didapatkan

a T
(9 (xk + dek> - 9k> dy > —(2-c)gjdy

> (2 -llg.l*.
Berdasarkan asumsi SCD-MA didapatkan
2 L !
@ - Olgil < (g (x + (%) di) - 00

< |9 (e + (%) i) - g N

< (%) Llal?
Sehingga
" 2 - )pllgell?
: Llld|I?
Didefinisikan
1- 2 -
M, = min {1, ( Colp ,( LC)P}‘
(tre+5)

2
maka didapatkan ay = M, “Zk::z‘ )
k

Teorema 3.5. Misalkan Asumsi SCD-MA berlaku, {x;}
dan {g;} dihasilkan oleh algoritma SCD-MA. Maka

Ilim infl|g,|l = 0.

Bukti. Andaikan tidak benar bahwa

limk—>oo lnf”gk” =0.

Maka terdapat suatu konstan >0 sedemikian sehingga
untuk setiap k berlaku I|g K || > & Berdasarkan lemma
3.3, terdapat konstan M;>0 sedemikian sehingga
untuk semua k berlaku ||ld;|| < M;. Di lain pihak,

llgill?
a, > M
ke =""2 4,012

untuk suatu konstan M,>0.

Sehingga kita dapatkan

M,
Ilgkllz < Eak”dk”-
Untuk k =  berlaku Ilingo alld,ll = 0.

Hal ini kontradiksi dengan ||gk|| > & untuk
semua k dan untuk suatu £>0. Sehingga berlaku

Dengan demikian metode spectral conjugate descent
menghasilkan arah pencarian d; yang menurun.
Dengan menggunakan pencarian garis Armijo yang
termodifikasi, metode ini konvergen global.

SIMPULAN DAN SARAN

Metode nonlinear spectral conjugate descent baru
yang merupakan gabungan dari metode conjugate
descent dan metode spectral conjugate gradient
terbukti mempunyai arah pencarian yang menurun
(descent direction). Dengan menggunakan pencarian
garis Strong Wolfe, metode ini konvergen global.
Dengan menggunakan pencarian garis Armijo yang
termodifikasi yang dilaporkan merupakan pencarian
garis yang efisien, metode spectal conjugate descent
memberikan hasil yang konvergen global. Selain
pencarian garis Armijo yang termodifikasi, masih
terdapat dua pencarian garis tidak eksak yang
termodifikasi yang perlu diteliti kekonvergenan
metode nonlinear spectral conjugate descent dengan
pencarian garis tersebut sehingga dapat digunakan
sebagai bahan penelitian selanjutnya.
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