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ABSTRAK

Himpunan bilangan bulat taknegatif, yaitu (Z+,+,.) merupakan semiring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian 
biasa, sedangkan himpunan (Z+,⊕, ) juga merupakan semiring terhadap operasi penjumlahan ⊕ dan perkalian  yang 
didefi nisikan sebagai berikut: untuk setiap a,b∈Z+ berlaku a ⊕ b=FPB(a,b) dan a  b=KPK(a,b). Pada semiring R, himpunan 
bagian I dari R disebut ideal pada R jika a,b ∈ I dan r ∈ R maka a+b ∈ I dan ra, ar ∈ I. Pada artikel ini ditunjukkan bentuk-
bentuk ideal pada semiring (Z+,+,.) dan bentuk-bentuk ideal pada semiring (Z+,⊕, ) serta menunjukkan hubungan satu 
ideal dengan ideal yang lain. Bentuk-bentuk ideal yang ditunjukkan adalah ideal maksimal, ideal substraktif, Q-ideal, 
ideal prima, ideal semiprima dan ideal primary.

Kata kunci: Q-ideal, ideal prima, ideal semiprima, ideal primary

ABSTRACT

The set of nonnegative integers (Z+,+,.) is a semiring of the usual operations of addition and multiplication otherwise set (Z+,⊕,
) is also a semiring of the addition operation ⊕ and multiplication  defi ned as follows: for each a,b∈Z+applies a ⊕ b=gcd(a,b) and a 

 b=lcm(a,b). At semiring R, a subset I of Ris called an ideal in R if a,b ∈ I and r ∈ R, then a+b ∈ I and ra, ar ∈ I In this paper will 
be shown the forms of the ideal on the semiring (Z+,+,.) and forms of the ideal on the semiring (Z+,⊕, ) and shows the relationship 
of the ideal with the other ideal. Ideal form sthat will be shown is the maximal ideal, substractive ideal, Q-ideal, prime ideal, and the 
semiprime ideal and, primary ideal.

Key words: Q-ideal, primeideal, semiprime ideal, primary ideal

PENDAHULUAN 
Saat ini banyak paper yang membahas tentang 

semiring serta jenis-jenis ideal pada semiring. 
Setyawati (2005) membahas tentang ideal-p kiri utama 
dalam semiring inversive regular –p; sedangkan 
Setyawati (2011) membahas ideal prima pada 
semiring Dnxn(Z+), Dnxn(Z+) merupakan himpunan 
semua matriks diagonal berukuran nxn atas Z+ 
serta Setyawati & Soleha (2013) membahas ideal 
prima pada semiring Snxn(Z+), Snxn(Z+) merupakan 

himpunan semua matriks segitiga atas berukuran 
nxn atas Z+. 

Gupta & Chaudhari (2009) menunjukkan bentuk 
ideal prima pada (Z+,+,.), sedangkan Chaudhari & 
Ingale (2012) menunjukkan bentuk ideal substraktif, 
Q-ideal, ideal maksimal, ideal prima dan ideal primary 
pada (Z+,⊕, ). Pada paper ini akan dilengkapi bentuk-
bentuk ideal baik pada semiring (Z+,⊕, ) maupun 
pada semiring (Z+,⊕, ) serta menunjukkan hubungan 
ideal satu dengan yang lain. Sebelumnya akan 
diberikan beberapa defi nisi yang akan digunakan 
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untuk membahas bentuk-bentuk ideal baik pada 
semiring (Z+,+,⋅) maupun pada semiring (Z+,⊕, ).

Defi nisi 1.1 (Khanna, 1993)
Himpunan tak kosong R terhadap operasi biner + 

dan . ditulis (R,+,.) disebut ring jika 
 (i)  (R,+) grup komutatif
 (ii) (R,.) bersifat asosiatif
 (iii) (R,+,.) bersifat distributif

Semiring merupakan bentuk generalisasi dari 
Ring dengan salah satu atau lebih syarat pada ring 
dihilangkan. Pada paper ini syarat yang dihilangkan 
adalah eksistensi invers pada R terhadap + sehingga 
semakin banyak himpunan yang dapat dibentuk 
menjadi semiring. Defi nisi semiring lebih jelasnya 
tertuang dalam defi nisi berikut.

Defi nisi 1.2 (Gupta & Chaudhari, 2009)
Himpunan tak kosong R terhadap operasi biner + 

dan . ditulis (R,+,.) disebut semiring jika 
 (i)   (R,+) bersifat asosiatif, komutatif dan mempunyai 

elemen identitas 0
 (ii) (R,.) bersifat asosiatif
 (iii)  (R,+,.) bersifat distributif.

Salah satu contoh semiring adalah Z+ dan Dnxn(Z+) 
terhadap operasi penjumlahan dan perkalian standar 
Z+

 maupun Dnxn(Z+) bukan merupakan ring karena 
terhadap operasi biner + , elemen pada Z+maupun 
Dnxn(Z+) tidak mempunyai invers. Selanjutnya akan 
didefinisikan ideal pada semiring yang identik 
dengan defi nisi ideal pada ring

Defi nisi 1.3 (Gupta & Chaudhari, 2009; Chaudhari 
& Ingale, 2012)

Diberikan semiring R dan I subset dari R. I disebut 
ideal pada R jika untuk setiap x,y ∈ I dan x ∈ R berlaku 
x+y ∈ I dan rx,ry ∈ I

Berikut ini akan diberikan jenis-jenis ideal pada 
semiring R yang akan digunakan pada artikel ini.
 (i) Ideal I=〈a〉={n⋅a:n∈R}, a∈R disebut ideal utama 

pada R, yaitu ideal utama yang dibangun oleh 
a.

 (ii) Ideal I disebut ideal subtractive jika a, a+ b∈I, b∈R, 
maka b∈I. 

(iii) Ideal M disebut ideal maksimal jika terdapat ideal 
J dari semiring R dan M subset J maka J = M atau 
J = R.

(iv) Ideal I disebut ideal prima jika ab∈I, b∈R maka 
a∈I atau a∈R.

 (v) Ideal I disebut ideal semiprima jika a2∈I, maka 
a∈I, untuk semua a∈R.

(vi) Ideal I disebut ideal primary jika ab∈I dan a∉I 
maka bn∈I untuk suatu n ≥ 1, n ⊂ Z

(vii) Ideal I disebut Q-ideal jika ada himpunan Q 
subset dari R sehingga

   

dan jik q1,q2∈Q, maka (q1+I)∩(q2+I)≠∅⇔q1=q2.

METODE PENELITIAN

Pada artikel ini terlebih dahulu dikaji bentuk 
ideal prima pada semiring (Z+,+,⋅) pada Gupta & 
Chaudhari (2009) dan bentuk ideal substraktif, Q-
ideal, ideal maksimal, ideal prima dan ideal primary 
pada semiring (Z+,⊕, ) pada Chaudhari & Ingale 
(2012). Selanjutnya dilengkapi bentuk-bentuk ideal 
baik pada semiring (Z+,+,⋅) maupun semiring (Z+,⊕,

) dengan cara mengkonstruksi atau membentuk 
suatu himpunan yang memenuhi bentuk-bentuk ideal 
tersebut. Pada artikel ini, urutan teorema maupun 
cara membuktikan untuk beberapa teorema berbeda 
dengan Gupta & Chaudhari (2009) dan Chaudhari 
& Ingale (2012). 

HASIL DAN PEMBAHASAN

Himpunan bilangan bulat tak negatif, yaitu (Z+,+,⋅) 
membentuk semiring terhadap penjumlahan dan 
perkalian biasa. Berikut ini akan diberikan bentuk-
bentuk ideal dari semiring (Z+,+,⋅).

Teorema 3.1.1:
Setiap ideal I pada semiring (Z+,+,⋅) berbentuk 

I=<x1,x2,...,xn> dengan x1,x2,...,xn ∈ Z+

Bukti:
(i)  Akan ditunjukkan bahwa I=<x1,x2,. . . ,xn> 

merupakan ideal pada semiring (Z+,+,⋅)
  Ambil x,y ∈ <x1,x2,...,xn> dan z ∈ Z+ maka x dan 

y dapat dinyatakan dalam x=k1x1+k2x2+...+knxn 
dan y=l1x1+l2x2+...+lnxn, k1,k2,..., kn,l1,l2,...,ln ∈ Z+ 
sehingga 

  x + y = ( k 1+ l 1) x 1+ ( k 2+ l 2) x 2+ . . . + ( k n+ l n) x n∈ 
<x1,x2,...,xn>

  dan
  zx = xz = (zk1)x1 + (zk2)x2+. . .+ (zkn)xn∈ 

<x1,x2,...,xn>
  Terbukti <x1,x2,...,xn> merupakan ideal pada 

semiring (Z+,+,⋅)�
(ii) Andaikan Himpunan I ⊆ Z+, I≠<x1,x2,...,xn> , maka 

I bukan ideal pada semiring (Z+,+,⋅) sebab terdapat 
a∈I tetapi ra∉l untuk r∈Z+ sebab I≠<x1,x2,...,xn>
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Himpunan Z+=<1> sehingga dari teorema di atas 
diperoleh akibat sebagai berikut 

Akibat 3.1.2
Ideal sejati I dari semiring (Z+,+,⋅) adalah maksimal 

jika dan hanya jika I=<2,3>=Z+–{1}

Teorema 3.1.3
Ideal I pada semiring (Z+,+,⋅) adalah substraktif 

jika dan hanya I={x} untuk suatu x ∈ Z+

Bukti :
(→) Andaikan I=<x1,x2,...,xn> untuk n>1 dengan 

x1,x2,...,xn ∈ Z+ dan x1<x2<...< xn, maka x1 ∈ I 
dan x1+a=x2 ∈ I, tetapi a ∉ I, maka I bukan ideal 
substraktive

(←) Akan ditunjukkan ideal I=<x> adalah 
substraktif. Ambil a, a+b ∈ I artinya a=k1x dan a+b=k2x, 
maka b=(k2–k1)x ∈ I

 Sebagai gambaran <2> dan <3> merupakan 
ideal substraktif dari semiring (Z+,+,⋅) tetapi <2,3> 
bukan ideal substraktif dari semiring (Z+,+,⋅) sebab 
2,3 ∈ <2,3> tetapi 1 ∉ <2,3>

Teorema 3.1.4
Ideal I pada semiring (Z+,+,⋅) adalah Q-ideal jika 

dan hanya I=<x> untuk x ∈ Z+

Bukti:
(→) Andaikan I=<x1,x2,...,xn> untuk n>1 maka 

anggota dari I dapat diurutkan dari yang terkecil dan 
selisih dua elemen berurutan tidak konstan sehingga 
jika terdapat Q ⊆ Z+, ∪q ∈ Qq+1=Z+ maka tidak berlaku 
p+I∩q+I≠∅⇔p=q dengan p,q ∈ Q

(←)
(i)  I–<0>–{0} merupakan Q-ideal dengan Q= Z+

(ii)  I=<1>=Z+merupakan Q-ideal dengan Q= {0} 
(iii)  I=<x> untuk x ∈ Z+–{0,1} merupakan Q-ideal 

pada semirin (Z+,+,⋅) dengan Q={0,1,2,...,x–1} 
memenuhi ∪q ∈ Qq+1=Z+ dan (q1+I)∩(q2+I)≠∅⇔ 
q1 = q2 dengan q1, q2 ∈ Q

Pada teorema berikut akan diberikan bentuk 
ideal prima secara umum, tetapi sebelumnya akan 
diberikan beberapa lemma yang akan digunakan 
untuk membantu pembuktian teorema tersebut.

Lemma 3.1.5
Diberikan x ∈ Z+. Ideal sejati taknol <x> pada 

semiring (Z+,+,⋅) adalah prima jika dan hanya jika x 
bilangan prima.

Bukti:
(→) Andaikan x bukan bilangan prima maka x 

dapat dinyatakan dalam x=p1p2. Jelas bahwa x=p1p2 ∈ 

<x> tetapi p1 ∉ <x> dan p2 ∉ <x> sehingga <x> tidak 
prima. Terjadi kontradiksi. Terbukti jika Ideal <x> 
pada Z+ adalah prime, maka x bilangan prima

(←) Karena x bilangan prima maka setiap 
y∈ <x> menyatakan bahwa y mempunyai faktor 
prima x . Sekarang jika a,b ∈Z+ dan a,b ∈<x> maka ab mempunyai faktor prima x. Hal ini terjadi jika salah 
satu atau keduanya dari a dan b mengandung faktor 
prima x. Dengan kata lain a ∈<x> atau b ∈<x> lain 
Terbukti <x> prima � 

Lemma 3.1.6 (Gupta & Chaudhari, 2009)
Jika a,b ∈ Z+, b>a>1 dan FPB (a,b)=1, maka terdapat 

n ∈ Z+
 sedemikian hingga t ∈ <a,b> untuk semua 

t ≥ n

Bukti:
Karena FPB(a,b) = 1 maka ada p,q ∈ Z+ sedemikian 

hingga qa=pb+1 jelas p,q≠0. Ambil n = paqa maka 
t=n+r, r ≥ 0

Kasus 1: untuk r = 0, jelas t ∈ <a,b>

Kasus 2: jika 0<r< a, maka, t = n+r = paqa + r.1 = 
pa(pb+1) + r(qa–pb) = (pa–r)pb + rqa. Jelas bahwa 
pa–r ∈ Z+ sehingga t∈ <a,b>

Kasus 3: jika r ≥ a maka r dapat dinyatakan r=ka+p, 
0<p<a sehingga t=n+r=n+ka+p=n+p+ka. Dengan 
menggunakan kasus 2 maka n+p ∈ <a,b>. Akibatnya 
t ∈ <a,b> �
 
Teorema 3.1.7 (Gupta & Chaudhari, 2009)

Ideal sejati tak nol I pada semiring (Z+,+,⋅) adalah 
prima jika dan hanya jika I=<p> untuk suatu bilangan 
prima p atau I = <2 , 3 > = Z+-{1}

Bukti:
(→) jelas bahwa jika I = <p> maka p bilangan 

prima. Diasumsikan I bukan ideal principal (utama).
Misal a elemen terkecil tak nol dari I, maka a bilangan 
prima dan juga terdapat bilangan terkecil b dari I 
sehingga FPB (a,b) = 1

Jika a > 2, maka menurut lemma 3.1.6 terdapat 
n ∈ Z+ sedemikian hingga t ∈ <a,b>, untuk semua 
t ≥ n. Pilih j terkecil, j ∈ Z+ dan 2j ∈ I. Karena I ideal 
prime dan 2j – 2 2j–1 ∈ I, maka 2 ∈ I atau 2j–1 ∈ I . Terjadi 
kontradiksi sehingga a = 2. 

Jika b > 3, maka menurut lemma 3.1.6 terdapat 
m ∈ Z+ sedemikian hingga t ∈ <a,b> untuk semua
 t ≥ m. Pilih k terkecil, k ∈ Z+dan 3j ∈ I. Karena I ideal 
prime dan 3j – 3 3j–1 ∈ I maka 3 ∈ I atau 3j–1 ∈ I. Terjadi 
kontradiksi sehingga b = 3, sedangkan <2,3>=Z+–{1} 
(terbukti)

(←) Jelas dari lemma 3.1.5 dan <2,3>=Z+–{1} 
merupakan ideal prima pada (Z+,+,⋅) �
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Teorema 3.1.8
Ideal sejati tak nol I=<x> untuk x ∈ Z+ pada 

semiring (Z+,+,⋅) adalah semiprima jika dan hanya 
jika x=p1p2...pn, pi adalah faktor prima yang berbeda 
dari x

Bukti:
(←) Ideal I=<x> pada Z+ dimana x=p1p2...pn 

merupakan semiprima sebab a2 ∈ <x> artinya a2=b2 
p1p2...pn p1p2...pn, b ∈ Z+ sehingga a=bp1p2...pn ∈ <x>

(→) Andaikan  

(1) Andaikan terdapat ri bilangan genap, yaitu 
tanpa mengurangi keumuman misalkan r1 
adalah bi langan genap,  maka terdapat 

,   u n t u k  ,  m a k a 

 sehingga 

 bukan ideal semiprima
(2) Andaikan terdapat ri bilangan ganjil, ri>1, 

yaitu tanpa mengurangi keumuman misalkan 
r1 adalah bilangan ganjil  maka terdapat 

 

dengan  untuk  maka 

 

  sehingga I=<x> bukan ideal semiprima

Teorema 3.1.9
Ideal sejati tak nol I=<x> untuk x ∈ Z+ pada 

semiring (Z+,+,⋅) adalah primary jika dan hanya jika 
x bilangan prima.

Bukti:
(→) Andaikan x bukan bilangan prima maka 

,  adalah faktor prima yang berbeda 

dari x, maka terdapat 

,   d a n   m a k a 

 untuk setiap n≥1 dan 

n ∈ Z+sehingga I=<x> bukan ideal primary.
(←) Karena x bilangan prima, untuk setiap 

ab=kx∈<x> dan a∉<x>, maka a adalah faktor dari k 

sehingga diperoleh ,  faktor 

dari k. Jadi terbukti bahwa I=<x> ideal primary.
Himpunan bilangan bulat tak negatif, yaitu 

(Z+,⊕, ) membentuk semiring komutatif dengan 
elemen identitas 1 terhadap penjumlahan ⊕ dan 
perkalian  yang didefinisikan sebagai berikut: 
Untuk setiap a,b ∈ Z+berlaku a⊕b=FPB(a,b) dan a  
b=KPK(a,b). Pada semiring (Z+,⊕, ) ini didefi nisikan 
a⊕0=a dan a⊕0=0 untuk semua a ∈ Z+. Sebelum 
diberikan bentuk-bentuk dari semiring (Z+,⊕, ) 
terlebih dahulu akan didefi nisikan ideal utama pada 
semiring (Z+,⊕, ) sebagai berikut.

Defi nisi 3.2.1
Diberikan semiring (Z+,⊕, ). Untuk a ∈ (Z+,⊕, ), 

I=<a>={n a:n∈Z+} disebut ideal utama pada semiring 
(Z+,⊕, ) yang dibangun oleh a.

Lemma berikut ini menunjukkan bahwa ideal 
utama pada semiring (Z+,⊕, ) dapat dinyatakan 
dengan kelipatannya.

Lemma 3.2.2 (Chaudhari & Ingale, 2012)
Jika a∈(Z+,⊕, ) maka <a>={na:n∈Z+}.

Bukti:
Diketahui a∈(Z+,⊕, ).
 (i) Ambil x∈{na:n∈Z+}, maka terdapat n1∈Z0

+ 
sedemikian hingga x=n1a=KPK(n1a,a)=n1a a yang 
artinya x∈ <a> sehingga {na:n∈Z+}⊆ <a>

(ii) Ambil x∈ <a>, maka ada n∈Z+ sehingga x=n
a=KPK{n,a}=ka untuk suatu k∈Z+ yang artinya 
x∈{na:n∈Z+} sehingga <a> ⊆{na:n∈Z+}.�

Dari lemma di atas diperoleh akibat berikut ini.
Akibat 3.2.3
(i)  Jika q∈Z+dan l adalah faktor dari q maka 

<q> ⊆<l>.
(ii) Jika m∈Z+dan m bukan merupakan faktor dari q 

dan m<q maka <q> ⊄ <m>.

Selanjutnya dibahas mengenai bentuk dari ideal 
pada semiring (Z+,⊕, ) . 

Lemma 3.2.4 (Chaudhari & Ingale, 2012).
Setiap ideal dari semiring (Z+,⊕, ) adalah ideal 
utama.

Bukti:
Jelas bahwa I={0}=<0>. Sekarang misalkan I 

merupakan ideal tak nol di semiring (Z+,⊕, ), dan d 
merupakan elemen terkecil dari I dan tak nol, akan 
ditunjukkan bahwa I=<d>.
(i)  Ambil a∈I, maka a ⊕ d∈I. Karena d merupakan 

elemen terkecil dari I diperoleh a ⊕ d=FPB{a,d}=d 
sehingga mengakibatkan a=kd, untuk suatu k ∈ Z+ 
akibatnya a ∈ <d>. Oleh karena itu, I ⊆ <d>.

(ii) Ambil y∈<d>={nd:n∈ Z+} , maka terdapat n1∈ Z+ 
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sedemikian hingga, y=n1d=KPK(n1d,d)=n1d d. 
Karena I ideal dan d∈ I, maka y∈ I. Oleh karena itu, 
diperoleh <d>⊆ I. Jadi dapat ditunjukkan bahwa 
I=<d>.�

Dari akibat 3.2.3 dan lemma 3.2.4 diperoleh akibat 
berikut ini.

Akibat 3.2.5
I adalah ideal maksimal di semiring (Z+,⊕, ) jika 
dan hanya jika I=<p> untuk suatu p adalah bilangan 
prima.

Selanjutnya akan ditunjukkan bentuk ideal 
subtraktif dan Q-ideal pada semiring (Z+,⊕, ).

Lemma 3.2.6 (Chaudhari & Ingale, 2012)
Setiap ideal dari semiring (Z+,⊕, ) adalah ideal 
subtraktif.

Bukti:
Jelas bahwa I={0}=<0> merupakan ideal substraktif 
pada (Z+,⊕, ). Sekarang misalkan I adalah ideal tak 
nol dari (Z+,⊕, ). Dari lemma 3.2.4, diperoleh I={d} 
dengan d merupakan elemen terkecil dari I dan d 
tak nol. Ambil a, a ⊕ b ∈ I = <d> dan b∈Z+, berarti 
a=kd dan a ⊕ b=ld, untuk suatu k,l∈Z+ Karena a ⊕ 
b =FPB{a,b}, maka ld= FPB{kd,b} yang artinya ld⏐kd 
dan ld⏐b. Karena ld⏐b, jelas bahwa b juga merupakan 
kelipatan dari d sehingga b∈<d>=I.�

Lemma 3.2.7 (Chaudhari & Ingale, 2012)
Jika I adalah ideal sejati tak nol dari semiring 
(Z+,⊕, ), maka I bukan merupakan Q-ideal.

Bukti:
Misal I adalah ideal sejati tak nol dari semiring 
(Z+,⊕ , ).  Akan ditunjukkan bahwa I bukan 
merupakan Q-ideal. Dari lemma 3.2.4, I=<d> dengan 
d merupakan elemen terkecil dari I, d∈Z+–{0,1}. 

Ambil  dengan p1, p2,...,pk 
adalah pasangan bilangan prima yang berbeda dan 
k, r1∈N. Dengan bukti kontradiksi, misalkan I adalah 
Q-ideal, maka ada dengan tunggal q∈Q sehingga p 
∈ q ⊕ I untuk semua bilangan prima p selain faktor 
prima dari d. 

Misal p', p'' adalah suatu bilangan prima selain 
faktor prima dari d, p' ⊕ I ⊆ q1 ⊕ I dan pn ⊕ I ⊆ q2 ⊕ I, 
q1,q2∈Q. Karena p', p'' adalah suatu bilangan prima 
selain faktor prima dari d, maka diperoleh 1=p' ⊕ d∈q1 
⊕ I dan 1=p'' ⊕ d∈q2 ⊕ I sehingga didapat, (q1 ⊕ I)∩ (q1 
⊕ I)≠∅. Karena I merupakan Q-ideal diperoleh bahwa 
q1=q2. Dengan kata lain untuk semua bilangan prima 
p selain faktor prima dari d, maka terdapat dengan 
tunggal q∈Q sehingga p∈q ⊕ I . Jelas bahwa q≥1. 

Pilih sebuah bilangan prima f dengan f > q sehingga 

f ∈ q ⊕ I. Karena f ∈ q ⊕ I, maka f ∈ q ⊕ <d> artinya 

terdapat  sehingga f=q ⊕ nd=FPB(q, nd) yang 
artinya f⏐q dan f⏐nd. Terjadi kontradiksi karena f>q, 
maka tidak mungkin terjadi f⏐q. Jadi terbukti bahwa 
I=<d> bukanQ-ideal.�

Dari defi nisi Q-ideal dari semiring R dan teorema 
3.2.7, maka diperoleh akibat berikut

Akibat 3.2.8
{0} dan Z+ merupakan satu-satunya Q-ideal pada 
semiring (Z+,⊕, ).

Bukti:
(i)  {0} merupakan Q-ideal pada semiring (Z+,⊕, ), Q–Z+

(ii) Z+merupakan Q-ideal pada semiring (Z+,⊕, ), 
Q={0}
  
Pada semiring (Z+,⊕, ), untuk setiap a∈Z+ berlaku 

a2= a ⊕ b=KPK{a,a}=a sehingga diperoleh akibat 
berikut:

Akibat 3.2.9
Setiap ideal dari semiring (Z+,⊕ , )  adalah 
semiprima.
Selanjutnya akan ditunjukkan bentuk ideal prima 
pada semiring (Z+,⊕, ) serta hubungan antara ideal 
primary dengan ideal prima pada semiring (Z+,⊕, ).

Teorema 3.2.10 (Chaudhari & Ingale, 2012)
Ideal sejati tak nol I pada semiring (Z+,⊕, ) adalah 
prima jika dan hanya jika I=<pr> untuk suatu bilangan 
prima p dan r ≥ 1

Bukti:

(→)Andaikan ,  adalah bilangan 
prima yang berbeda dan k ≥ 2. I bukan merupakan 

ideal prima sebab , tetapi  

dan 

(←)Ambil a,b ∈Z+,a ⊕ b∈I=<pr> artinya
KPK(a,b)=kpr, maka a mempunyai faktor pr atau b mempunyai faktor pr sehingga a∈I atau b∈I. Jadi 
terbukti I prima

Teorema 3.2.11 (Chaudhari & Ingale, 2012)
Setiap ideal tak nol dari semiring (Z+,⊕, ) adalah 
ideal primary jika dan hanya jika ideal tersebut adalah 
ideal prima.

Bukti:
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(→)Pada semiring (Z+,⊕, ) berlaku bn=b b ...
b=KPK{b,b,...,b}=b untuk setiap b,n∈Z+, n ≥ 1. Jadi jika 
I ideal primary, maka I pasti ideal prima.
(←) Jelas bahwa jika I ideal prima maka I pasti ideal 
primary.�

SIMPULAN

Bentuk-bentuk ideal maksimal, ideal utama, ideal 
substraktif, Q-ideal, ideal prima, ideal semiprima 
dan ideal primary serta hubungan ideal satu dengan 
yang lain pada semiring (Z+,+,⋅) dan semiring 
(Z+,⊕, )sebagai berikut.

Pada semiring (Z+,+,⋅) diperoleh
(i) Setiap ideal I  pada (Z+,+, ⋅)  berbentuk 

I=<x1,x2,...,xn> dengan x1,x2,...,xn∈Z+

(ii) Ideal sejati I dari (Z+,+,⋅) adalah maksimal jika 
dan hanya jika I =<2,3>=Z+–{1}

(iii) Ideal I pada (Z+,+,⋅) adalah substraktif jika dan 
hanya I untuk suatu x∈Z+

(iv) Ideal I pada (Z+,+,⋅) adalah Q-ideal jika dan 
hanya I=<x> untuk x∈Z+

(v) Ideal sejati tak nol I pada (Z+,+,⋅) adalah prima 
jika dan hanya jika I=<p> untuk suatu bilangan 
prima p atau I = < 2 , 3 > =Z+–{1}

(vi) Ideal sejati tak nol I=<x> untuk x∈Z+ pada 
(Z+,+,⋅) adalah semiprima jika dan hanya jika 
x=p1,p2,...,pn, pi adalah faktor prima yang berbeda 
dari x

(vii) Ideal sejati tak nol I=<x> untuk x∈Z+ pada 
(Z+,+,⋅) adalah primary jika dan hanya jika x 
bilangan prima

Pada semiring (Z+,⊕, ) diperoleh:
(i) Jika a∈(Z+,⊕, ) maka <a>={na:n∈Z+}.
(ii) Setiap ideal dari (Z+,⊕, ) adalah ideal utama
(iii) I adalah ideal maksimal di (Z+,⊕, ) jika dan 

hanya jika I=<p> untuk suatu p adalah bilangan 
prima

(iv) Setiap ideal dari (Z+,⊕, ) adalah ideal substraktif 
dan ideal semiprima

(v) {0} dan Z+merupakan satu-satunya Q-ideal pada 
semiring (Z+,⊕, )

(vi) Ideal sejati tak nol I pada (Z+,⊕, ) adalah prima 
jika dan hanya jika I=<pr> untuk suatu bilangan 
prima p dan r ≥ 1

(vii) Setiap ideal tak nol dari semiring (Z+,⊕, )adalah 
ideal primary jika dan hanya jika ideal tersebut 
adalah ideal prima.
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