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ABSTRAK

Di dalam ruang hasil kali dalam, telah diperkenalkan konsep sudut antara dua vektor, dan konsep tersebut
terdefinisi serta memenuhi sifat-sifat alami sudut pada umumnya. Akan tetapi, jika kita melihat ruang yang lebih besar
lagi yaitu ruang bernorma, maka konsep sudut antara dua vektor yang sudah diperkenalkan (sudut-P dan -I) tidak
memenuhi semua sifat-sifat alami sudut, sehingga bisa kita bilang definisi tersebut kurang bagus. Oleh karena itu,
dalam artikel ini, kita akan mengembangkan beberapa konsep sudut antara dua vektor di ruang bernorma-G
(generalisasi dari ruang bernorma) dan akan dibahas pula tentang sifat-sifatnya. Akhirnya, kita berhasil mengkonstruksi
konsep sudut yang memenuhi semua sifat-sifat dasar sudut pada ruang bernorma-G.
Kata Kunci: sudut; ruang hasil kali dalam; ruang bernorma; ortogonalitas, ruang bernorma-G

ABSTRACT
In inner product spaces, we have been known the concept of angles between two vectors, and the concept well defined as well as
fill natural property the angles in general. However, if we see again larger space which is the normed space, then the concept of
angles had been exposed (P- and I-angles) are not fill for all natural property of angles, so can we said that definition are not good.
Therefore, in this article, we shall develop some concepts of angles between two vectors in G-normed space (normed space
generalized) and study their properties. Finally, we success to construct the formula of angle which satisfy all of natural properties of

angle in a G-normed spaces

Key Words: angles; inner product spaces; norm spaces; orthogonality, G-normed spaces

PENDAHULUAN
Pada ruang hasil kali dalam (X, (-,)), sudut
A(u,v) di antara dua vektor tak nol u dan v di X
didefinisikan sebagai
(u,v)

— -1
A, v) = cos (nun ; ||v||)

Dimana ||u]| = (u, u)% dinotasikan dengan
menginduksikan norm di X. Sudut A(.,) di X
memenubhi sifat-sifat alami di bawah ini :

a. Paralelisme (Kesejajaran)
A(u,v) =0 jika dan hanya jika u dan v
memiliki arah yang sama;
A(u,v) =m jika dan hanya jika u dan v
memiliki arah yang berlawanan.

b. Simetri
A(u,v) = A(v,u) untuk Vu,v € X.

c. Homogenitas
A(au, bv) = A(u,v) jika ab > 0;
A(au,bv) =m — A(u,v) jikaab <0

d. Kontinuitas (Kekontinuan)
Jika u, - u dan v, - v (dalam norm), maka
Aup, vy) = A(u, v)

Sekarang misalkan (X,||-]]) adalah ruang
bernorma (riil). Seperti yang diketahui, tidak semua
ruang bernorma adalah ruang hasil kali dalam
(Hendra, 2005). Misalnya, ruang [P = [’(R),1 < p <
oo, terdiri atas semua urutan riil x = () dengan
2I&|P < oo, sebuah ruang bernorma dengan norm
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llxll, = [Zlfklp]l/?’ , tetapi bukan sebuah hasil kali
dalam, kecuali untuk p = 2.

Pada ruang bernorma, sudah didefinisikan
sudut-P dan -I (Gunawan dkk. 2005) yang
terinspirasi dari ortogonalitas-P dan -I. Namun,
kedua sudut tersebut tidak memenuhi sifat alami
sudut. Sifat-sifat yang dipenuhi hanyalah simetri,
kontinuitas, sebagian sifat paralelisme (kesejajaran),
dan  sebagian sifat homogenitas  melalui
penelusuran di berbagai jurnal hingga saat ini
belum ada matematikawan yang meneliti tentang
sudut di ruang bernorma atau bernorma-G yang
memenubhi sifat alami sudut.

Pada artikel ilmiah ini, akan didefinisikan
sudut-P dan -I di ruang yang lebih luas yakni
ruang bernorma-G. Sifat-sifat dari sudut-P dan -I di
ruang bernorma-G juga akan dibahas. Selanjutnya,
akan dibentuk konsep sudut baru yang merupakan
revisi dari sudut-P dan -I (sudut-rP dan sudut-rl)
dan memenuhi semua sifat alami sudut.

METODE PENELITIAN
1. Ruang Hasil Kali Dalam
Hasil kali dalam (inner product) pada ruang
vektor riil v adalah fungsi yang
menginterpretasikan bilangan riil (.,.) dengan
masing-masing pasangan vektor « dan v pada V

O
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sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma berikut

dibentuk untuk semua vektor

w,v,dan w di V

juga untuk semua skalar £, dengan memenuhi
beberapa aksioma berikut :

iii.

o (wu)=0

e (,u)=0 u=0

o (wv)=(v,u)

o (ut+v,w)={uw)+(v,w)

e (ku,v) = k{u,v)
{.,.) disebut hasil kali dalam dan (V(.,.))
disebut ruang hasil kali dalam pada V.

2. Ruang Bernorma

Diberikan ruang linier X dari suatu
fungsi riil ||| : X - R disebut norm yang
memenubhi sifat-sifat berikut ini :

o |x|]|=0;,VvxeX;

e |[x|l =0 < x =0,Vx € X (vektor nol);
o |lax|| =|a|-llx|],VxXEX N a ER;

o lx+yll <llxll +llyll, vx,y € X;

disebut norma (norm) pada X dan
bilangan non-negatif x disebut norma vektor
x. Ruang linier X yang dilengkapi dengan
suatu norma ||-|| disebut ruang bernorma
(normed space) dan dituliskan singkat dengan
X, [Ill) atau X apabila normanya sudah
diketahui (Darmawijaya, 2007).

3. Sudut-P dan -1

Meskipun konsep sudut dalam ruang
bernorma sudah dikembangkan sebelumnya,
pembahasan konsep sudut tersebut sangat
terbatas. Seperti yang diketahui, konsep dari
sudut tersebut tidak ditemukan sebelum
pembahasan ini, kecuali untuk sudut-g.

Ambil (X, ||-|[) adalah ruang bernorma
(riil). Sebelum kita menuju ke konsep dari
sudut antara kedua vektor di X, dikenal
untuk mengikuti konsep dari ortogonalitas-I’
dan-I:

i. Ortogonalitas-P : X
ortogonalitas-P ke y,
x lp y,jika dan hanya jika
llx = ylI* = llxlI? + Iy ll®
ii. Ortogonalitas-I : x adalah ortogonalitas-
I ke y, dinotasikan x 1; y, jika dan
hanya jika
llx +yll = llx = yli
Terinspirasi oleh kedua konsep ortogonalitas
ini, kita menjelaskan konsep dari sudut di X
berikut :

Sudut-P di antara dua vektor tak nol x

dan y, dinotasikan Ap(x,y), diberikan

oleh:

adalah
dinotasikan

iv.
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AP(x:Y)
o (lIXII2 +Iyl? = llx = y||2>
= CoSs

2 x|l - NIyl
Sudut-I di antara dua vektor tak nol x
dan y, dinotasikan A,(x,y), diberikan

oleh :
llx + ylI% — [lx — yII?
A(x,y) = cos_l(
ey a0l - Tyl

Perlu dicatat bahwa Ap(x,y) = %n jika dan

hanya jika x Lp y, dan 4;(x,y) = %x jika dan
hanya jika x 1; y. Pada ruang hasil kali
dalam (X,(:)), sudut-P dan -I berimpit
dengan sudut biasa A(x,y) karena

1
5 [l + 1yl =l = ylI*] = ¢x,y)

Dari hukum Cosinus, dan

7 T+ Yl = e =171 = ()
Dari Identitas Polarisasi.
Ada dua fakta di bawah ini yang
menjelaskan sifat-sifat dari sudut-P dan -I di
& -ID-
Teorema 3.1
sifat berikut :
(@) Jika x dan y memiliki arah yang sama,
maka Ap(x,y) = 0; jika x dan y memiliki
arah yang berlawanan, maka Ap(x,y) =
m (bagian dari sifat-sifat kesejajaran)
(b) Ap(x,y) = Ap(y,x),Vx,y €X (sifat-sifat

Sudut-P memenuhi sifat-

simetri)

() Ap(ax,ay) = Ap(x,y),Vx,y €X dan
VaeR (bagian dari sifat-sifat
homogenitas)

(d) Jika x, »x dan y, »y (dalam norm),

maka Ap(x,, ) = Ap(x,y) (sifat-sifat
kontinuitas)
Teorema 3.2 Sudut-I memenuhi sifat-
sifat berikut :

(a) Jika x dan y memiliki arah yang sama,
maka 4,(x,y) = 0; jika x dan y memiliki
arah yang berlawanan, maka 4;(x,y) =«
(bagian dari sifat-sifat kesejajaran)

(b) A;(x,y) =A;(y,x),Vx,y €X (sifat-sifat
simetri)

(©) Alax,ay) = A,(x,y) dan A (ax,—ay) =
m — A;(x,y) untuk Vx,y € X dan Va € R
(bagian dari sifat-sifat homogenitas)

(d) Jika x, » x dan y, =y (dalam norm),
maka  A;(xn,¥,) = A;(x,y)  (sifat-sifat
kontinuitas)

HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Ruang Bernorma-G



Ambil X adalah ruang vektor dengan unsur

identitas 0, dan ||| : X XX - R ke setiap
pemetaan. Pada artikel ini, secara terus-
menerus gunakan notasi ||| :==]-, 0],
llall = lla, 0|, Va € X.

Definisi 1

Ambil X pada ruang vektor real dan ||| :
X3 >R memetakan berikut memenuhi
Va,B,y €X

(N1) |la,B,yIl = 0 dan |[a, B, y|l = 0 jika dan
hanyajikaa=f =y =0,

(N2) |la,B,vll adalah invarian terhadap
permutasia, §, dany,

(N3) llna,nB,nyll = Inl - le, Byl untuk
semuan € Rdanea, B,y € X,

(N&) lla+a',B+By+VI<laByl+
la', B, 7'l untuk semua
a,By,a By €X

(N5) lla, Byl = lla + B,0,7ll untuk semua
a,B,yEX

Pasangan terurut (X, ||-,||) disebut dengan

ruang bernorma-G.

Dalam ruang bernorma, kita dapat

mendefinisikan G-norm sebagai berikut :

lle, B,vIl = llell + 1B + ¥l

2. Ortogonalitas-P di Ruang Bernorma-G
Kita tahu bahwa, ortogonalitas-P di ruang
bernorma adalah sebagai berikut :
u adalah ortogonalitas-P ke v, dinotasikan
u lp v,jika dan hanya jika
e = wlI? = flull? + [[v]|? (1)
Terinspirasi dari konsep tersebut, maka
didefinisikan  ortogonalitas-P di ruang
bernorma-G adalah sebagai berikut :
u adalah ortogonalitas-P ke v, dinotasikan
u lp v,jika dan hanya jika
lu—v,u—vu—vl?*=luuul®+vvvl?
(2)

Jelas bahwa jika ruang bernorma-G adalah
ruang bernorma, maka persamaan (2) akan
menghasilkan (1) karena kita tahu bahwa di
ruang bernorma berlaku

llw, v, wil = [lull + [[vIl + [wll
Sehingga, diperoleh persamaan (2) menjadi

).

Ortogonalitas-I di Ruang Bernorma-G
Kita tahu bahwa, ortogonalitas-I di ruang
bernorma adalah sebagai berikut :

u adalah ortogonalitas-I ke v, dinotasikan
u 1; v,jika dan hanya jika
e + vl = flu— vl &)
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Terinspirasi dari konsep tersebut, maka
didefinisikan  ortogonalitas-I di ruang
bernorma-G adalah sebagai berikut :
u adalah ortogonalitas-I ke v, dinotasikan
u 1; v, jika dan hanya jika
lu+v,u+vu+v|=lu—vu—v.u—v|
@

Jelas bahwa jika ruang bernorma-G adalah
ruang bernorma, maka persamaan (4) akan
menghasilkan (3) karena kita tahu bahwa di
ruang bernorma berlaku

lw, v, wil = llull + vl + llwl|
Sehingga, diperoleh persamaan (4) menjadi

(3)-

Teorema dari Sudut-P di Ruang

Bernorma-G
Kita tahu bahwa, sudut-P di ruang bernorma
adalah sebagai berikut :
sudut-P di antara dua vektor tak nol u dan v,
dinotasikan Ap(u, v), diberikan oleh :

e 411 e 1] el (] |

Ap(t,v) = cos ( 2 Tll - TIv1 >
Terinspirasi dari konsep tersebut, maka
didefinisikan sudut-P di ruang bernorma-G
adalah sebagai berikut :
sudut-P di antara dua vektor tak nol u dan v,
dinotasikan Ap(u, v), diberikan oleh :

Ap(u,v)
(M ull® + v, v, vl = llu = v,u —v,u—v|?
2 lwwull - lv,v,vll

Jelas bahwa jika ruang bernorma-G adalah

ruang bernorma, maka persamaan

Teorema 4 Sudut-P memenuhi sifat-

sifat berikut :

(@) Jika x dan y memiliki arah yang sama,
maka Ap(u,v) = 0; jika u dan v memiliki
arah yang berlawanan, maka Ap(u,v) =
m (bagian dari sifat-sifat kesejajaran)

(b) Ap(u,v) = Ap(v,u),Vu,v € X (sifat-sifat

simetri)

() Ap(au,av) = Ap(u,v),Vu,v € X dan
VaeR (bagian dari sifat-sifat
homogenitas)

(d) Jika u, »u dan v, » v (dalam norm),
maka Ap(up, v,) = Ap(u,v) (sifat-sifat
kontinuitas)

Bukti

(@) Jika u dan v memiliki arah yang sama, maka
v=ku dengan k>0, maka
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Ap(u, ku)

_1 (e wull® + llew, ku, keull* — [lu — ku,u — ku,u — kul|?
° 2+ Tty w,ull - ew, ku, ]

_u (e wull® + k2 Jlu, wull® = lu = k), u(l - k), u(1 - k)||?
S

= Cco

2k - lww,ull - llu, w, ull
(1 +k = (1-k)?)
=cos™! —
1+k?—(1—2k+k? 2k
=cos™? <( ( ))> =cos? (

20— costt
2k 2k> cos™ (1)

=0

Jika u dan v memiliki arah yang berlawanan, maka

v=—ku dengan k>0, maka
Ap(u, —ku)

el + =k, —kew, —kull? = llu + ku, w4+ ku,u + k)
m 2Ty w, ull - =k, —ku, —keu]

cos1 (1 w,ull? + k2w w ull? — llu(l + k), u(@ + k), u(l + k)|
2k - Jlwwull -l w,ull

- ((1 +k2-(1+ k)z)) - ((1 +k?—(1+2k+ kz))>

2k 2k
—2k
=cos™t (7) =cos (-1 =m
(b) Kita tahu bahwa
Ap(u,v)
el + v, v, vl = llu —v,u—v,u— 17IIZ>
2 lwwull - lv,v,vll
o (Ilv. v, vll? + luuwull®> = lv—uv—uv— uIIZ>
= S
2w, v, vl - fluwull
=Ap(v,w)
(c) Kita tahu bahwa
Ap(au, av)

 cos! llau, au, aul|? + ||av, av, av||? — |lau — av, au — av, au — av||?
[lau, aw, aul| - llav, av, av||
— cos- (Ilu.u.ull2 + v, v, vl? = llu—v,u—v,u—vl|?

) =Ap(u,v)

(d) Kontinuitas berikut dari kontinuitas dari
norm-G dan arccos.

llw, w,ull - llv, v, vl

5. Teorema dari Sudut-I di
Bernorma-G

Kita tahu bahwa, sudut-I di ruang bernorma

adalah sebagai berikut :

sudut-I di antara dua vektor tak nol u dan v,

dinotasikan A;(u, v), diberikan oleh :
u+v|? - |lu—v|?
4, ) = cos—! <|I =l Il )

4 lull - lvll
Terinspirasi dari konsep tersebut, maka
didefinisikan sudut-I di ruang bernorma-G
adalah sebagai berikut :
sudut-I di antara dua vektor tak nol x dan y,
dinotasikan A;(u, v), diberikan oleh :
A(u,v)
3 _1<||u+v,u+v,u+v||2—||u—v,u—v,u—v||2>
= cos
4 lwwull - lv, v, vl
Jelas bahwa jika ruang bernorma-G adalah
ruang bernorma, maka persamaan
Teorema 5 Sudut-I memenuhi
sifat berikut :
(a) Jika x dan y memiliki arah yang sama,
maka 4;(u,v) = 0; jika u dan v memiliki

Ruang

sifat-

)
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arah yang berlawanan, maka 4;(u,v) =
(bagian dari sifat-sifat kesejajaran)

(b) A;(u,v) = A, (v,u),Vu,vEX  (sifat-sifat
simetri)

() A;(au,av) = A;(u,v) dan A;(au,—av) =
m — A;(u,v) untuk Vu,v € X dan Va € R
(bagian dari sifat-sifat homogenitas)

(d) Jika u, »u dan v, » v (dalam norm),

maka  A;(up, v,) = A;(uw,v)  (sifat-sifat
kontinuitas)
Bukti
(@) Jika u dan v memiliki arah yang sama,
maka y = kx dengan k > 0, maka
A;(u, kw)
(e e u R+ Reull® = e — ,u = e, — kul|?
- 4 T, w, ull - [k, K, el
(e +R,u( + 1), u( + RN — (1 — k), u(1 — ), u(l — K2
-8 4k wwull -l wul
(A+k)?-(1-k)? 4k
— -1 —eoc—1(20) = cne-1
= cos < yye cos (4k) cos~1(1)
=0
Jika x dan y memiliki arah yang
berlawanan, maka y = —kx dengan k >
0, maka
A;(u, —ku)
(M= ke u — k= Reull? = |+, w e w4 kull?
- 4w w,ull - llku, ku, full
L (@ = k,u(1 — ), u(l — I — (1 + k), u(l + ), u(l + K2
—eo ak - Tyl - Tty
(1=K -(1+k)? —4k
el — coc-1 = cos—1(—
= cos < yye cos ( yye ) cos~1(—1)
=7
(b) Kita tahu bahwa
Ar(u,v)
flu+tvu+vut+vll?—llu—vu—vu-—v|?
= cos
4 lw,w,ull - llv, v, vl
Lflv+uv+uv+ull?—llv—uv—uv-—ul?
=cos
4 lv,v, vl - llu,u, ull
=A/(v,uw)
(c) Kita tahu bahwa
A;(au, av)
__fllau+av,au + av,au + av||? = |lau — av, au — av, au — av||?
= cos 4 ||lau, au, aul| - |lav, av, av||
_1<|Iu+ v,u+vu+v|? - IIu—v,u—v,u—vllz)
= CO0S
4 lw,wull - llv, v, vl
=4,wv)
(d) Sama seperti sudut-P, kontinuitas

berikut juga dari norm-G dan arccos.

6. Revisi dari Sudut-P dan -I di Ruang
Bernorma-G

Terinspirasi dari fakta bahwa
(u,v)

_ —cos (-
Aw,v) = cos™! (m) = (G )

Maka diperoleh definisi dari sudut-rP
sebagai berikut
=cos (32 - ||—*——
Ayp(u,v) = cos <2<2 ||”u’u’u”
v u _ v u _ 4 2)
vl lwuull vl luuul (vl
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Selain itu, maka juga ditemukan definisi dari (1
. . cos =2
sudut-rl sebagai berikut 2
4w v) LI v v u _ || uw v u
0D = €08 G\ i all * oy w0l Ty M wll v, v, vl wul
v u v | 2 TN TEA T
+ , + | lFv, v, vl e, w, ull
v, v, vl llw,wull * llv, v, vl b2
u v u - ) =0
e wall ™ o, v, vl Tl Ilo,v v
v A 1(2 — || w_o__ v ) u
v, v, 0’ Twwull v, v, v 2 Nwwull v, v,vvll IIu,u,quI
elas bahwa jika ruang bernorma-G adalah IR TIeaTR R TRe—]
J j 8 v,v, 01 Tty
ruang bernorma, maka persamaan v .
Teorema 6.1 Sudut-*rP memenuhi sifat- vl )
sifat berikut : 2_ ” vw v u
(@) u dan v memiliki arah yang sama jika llwwull v, v,vllvllu,u,ullu
dan hanya ]lké f4rP(u' v) = 0; Dan, jika u v vl wull
dan v memiliki arah yang berlawanan v ||2 5
maka A,.»(u,v) =7 (bagian sifat-sifat lv, v, vl —
P g u v u
Kesejajaran) It~ oot T
. . UUU v,v, 0| lu,u,u
(b) Ap(u,v) = A,p(v,u),Vu,v € X (sifat-sifat v
simetri) v, v, vl Il u, ull
() Ayplau,bv) =A,p(u,v),Vu,veX dan | =
Va,b € R  (bagian dari sifat-sifat Mak u » ||v,(1)7, v!ll
homogenitas) A Nl ool T
. v
(d) Jika u, »u dan v, » v (dalam norm), ool
make.a /.1Tp (up, v) = Ap(u,v) (sifat-sifat Artinya, v = Ivwoll
kontinuitas) . Il
Bukti . Jadi, v searah dengan u.
(a) Kita tahu bahwa jika v =ku dengan (b) Kita tahu bahwa
— —-1(1(5 _ || u_ v -
k>0 maka Arp () = cos (2 (2 el Tvwwl el
o (o It 2
Arp (u. ku) cos (2 <2 Tl v ) u_ v ) = cos~1 1(2 _
lvwyll” lwwull vl 2
ku u ku u
, —_ ) —_ v _ u v _ u v _
leww Few feu| ||2u,u,u|| Ileww ke feue| e, owell el Tvwpll il Tvwvl
ku _ -1 1 _ || u _ u 2 _
”""”‘“"‘“”” ) — o8 (2 (2 llwwull ||u,u,u|||| ) = Arp(v,u)
- _r___r __r __ (c) Kita tahu bahwa jika ab > 0 maka
lewull " llwwull  llwwull ™ luwull
2 —cos-1(L(>— aw
u ” )) — cos-1 (l - A,p(au, bv) = cos <2 (2 TE——
Il ull 2 bv au _ bv au _
[]0,0 0”2)) = COS_l(l) =0 [lbv,bv,by|l’ llaw,au,aull  ||bv,bv,bv||’ law,au,aull
» Yy bivz) — cos-1 1(2_” u
Sedangkan jika v = —ku, maka llbv.bv,bvll 2 lluasl
2
_ 11 u v u_ v u v ) —
App(u, —ku) = cos™ [ 2{ 2 — || + ool Tl Mool Tl ool
Ilwu,ull
ku u ku u Ap(u,v)
4 ’ . . . .
e feue e ”2“'“'“” Ilew e feuel]  Jfaeuuel (d) Kontinuitas dari sudut-rP dari norm-G
"—“” —cos~1[%(2 - ” v dan arccos.
[l ku,ku,kul| 2 [lw,a,ull
u u u u + . .
lwwul’ lwwul - lwwel’ lwwul Teorema 6.2 Sudut-rl memenuhi sifat-
u |2 11 sifat berikut :

” = cos -2 - s ..
lleeull 2 (@) u dan v memiliki arah yang sama jika
4 || u u u ”2 —cos~l(=1) =1 dan hanya jika A4,;(u,v) = 0; Dan, u dan

lwwull’ Twwull” lwwul - - v memiliki arah yang berlawanan jika

Sebaliknya, jika A,p(u, v) = 0, maka dan hanya jika A, (u,v)=m (sifat

kesejajaran)
(b) A, (u,v) =A,,(w,u),Vu,v €X (sifat-sifat
simetri)
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() Ay (au,bv) = Ap(u,v) jika ab >0, dan
Ap(au,bv) =m— A (u,v) jika ab <0
untuk Vu,v € X dan Va,b € R (sifat-sifat
homogenitas)

(d) Jika u, »u dan v, - v (dalam norm),
maka A, (u,,v,) = 4, (u,v) (sifat-sifat
kontinuitas)

Bukti

(a) Kita tahu bahwa jika v =ku dengan
k > 0 maka

Arp(u, ku)
_ ) ¢ ku u
= cos Z(|I||u,u,u|| ke, ke, kull” T w,

ku u ku 2
+ , + ||
lkew, ku, kull” llu, w,ull ~ [lku, ku, kull
” u ku u
lwwull  llkw, ku, kull” ||, u,ull
ku u ku

3
(1 || u + u u
= CO0S -
A\ M wull ™ Il wull’ lu,w,ull

u u
+ , +
o, w, ull” llw, w,ull  llw,w,ull

 Mew, dew, deull T, w,ull Ik, ku, kull

2
- lo, 0,0II2>

2
= cos~! <|| u , u , v ) =cos (1) =0
o, w, ull” Tl w, ull” Tl w, |
Sedangkan jika v = —ku, maka
A (u, —ku)
1 ” u ku u
= cos - - ,
4\ Mlw,w,ull  (ew, kw, kull " llu, w, ull
ku u ku 2
lkew, kw, kull" lw, w,ull |1k, ku, kul|
ku u

u
- +
”Hu,u.uH Ik, ku, kull” llu, u, ul|

4 ku u N ku
lkw, ku, kull” lu,w,ull |k, ku, kul|

1
= -1 Z 2
cos <4<|IO,0,OII

u u u u

)

u
- + +
|“wwﬂ|"wwﬂWMlewaMHmﬂﬂH

=)
)

. (” u u u
=cos™'|— , ,
o, w, ull” e, w, ull o, w,ull
=cos (-1 =m
Arah sebaliknya, dapat dibuktikan memanfaatkan
menggunakan sifat untuk setiap u, ¥ € X berlaku

v u v u

_l_i
[lu, w, ul|

u
+ +
Mwwﬂl”uuﬂWMwuHIMMwVMﬂﬂH
v

+—|[ <2
lv, v, vl

(b) Kita tahu bahwa
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Arl(u!v)
(1 || u + v u
= COS —
4\Mw,w,ull * llv,v, vl lu,u, ull
N v u 4 v 2
lv,v,vIl" lu,w,ull "~ |lv,v,vl|
u v u u
lwwull v,y lwwull v,y lluw,ull
v 2) . 1(“ v
I T—Ty =cos |- |[|-——
v, v, vl| 4\lllv, v, vl
n u v n u v
lw,wull llv,v,vll * llu,wull’|lv,v, vl
u 2
—
[, w, ull
|| v u v u v
lv,v,vll  llwwul llv,v,vll  Nluwul |lv,v, vl
u 2
- =A,,(,u)
waﬂl) e
(c) Kita tahu bahwa jika ab > 0 maka
A (aw, bv) et || au
au,pbv) = Ccos - _—
I 4\ l|lau, au, au||
4 bv au
lbv, bv, bv||’ |lau, au, aul|
4 bv au
[lbv, bv, by||” ||au, au, au||
N bv 2
[|bv, bv, bv||
|| au
llau, au, aul|
bv au
[lbv, bv, bv||” ||au, au, au||
bv au
lbv, bv, bv||’ |lau, au, aul|
bv 2
lbv, bv, bv||
. 1(” u
=cos™ | | |lF——
A\ |, w, ull
n v u
lv, v, vIl " llu, u, ull
N v u N v 2
lv,v,vIl" lu,w,ull " |lv,v,vl|
u v u
lw,wull v, v, vl llu,u,ull
v u v 2)
lv,v,vIl" lu,w,ull |lv,v,vl|
=A,,(w,v)

Jika ab < 0 maka
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au

1
P [
ri(au, bv) = cos 4( llau, au, aul|

bv au

+
lbv, bv, bvl|’ ||au, au, aul|
bv au

+ )
lbv, bv, bv||”" ||au, au, au||
N bv ||2
|bv, bv, bv||
au

” [lau, au, aul|
bv au

lbv, bv, bvl|’ |lau, au, aul|
bv au

l|bv, bv, bv||’ ||au, au, au|

bv 2
lbv, b, bv||
_ (1 ” u
R WA | TRV

v u

v, v, vl llw,w,ull
2

v u v
v, v, Il llw,w,ull v, v,vl|

u v u
lwwull v, v, [lw,wull

v u v

)

+ +
lv, v, vl llw,w,ull ~ llv,v,vll

1 1 || u
= cos -\ {l5——
4\ lw, u, ul|

v u

_l_
lv, v, vII" llu, w, ull

v u v 2

+ +
v, v, vII" llw,w,ull ~ |lv,v,vl|
u v u

lwwull v, v,vl’ [luw ull

v u v 2)
lv,v, Il llw,w,ull v, v,vl|

=1n—A,,v)

(d) Sama seperti sudut-rP, kontinuitas dari
sudut-r] juga dari norm-G dan arccos.

SIMPULAN

Konsep sudut terdefinisi dengan baik di ruang
hasil kali dalam. Sifat-sifat alaminya pun terpenuhi.
Namun, di ruang bernorma, konsep sudut yang
dibangun yaitu sudut-P dan -I, tidak memenuhi
semua sifat-sifat alaminya.

Dari pembahasan di ruang bernorma-G, telah
berhasil didefinisikan konsep sudut antara dua
vektor, yakni sudut-P, -I, -rP, dan -r[. Namun,

sudut-P, -I, dan -rP, masih ada sifat-sifat alami
sudut yang belum terpenuhi. Dari sini pula,
diperoleh bahwa sudut-rl merupakan sudut yang
memenuhi semua sifat-sifat alami sudut. Artinya,
sudut-rl lebih alami dari pada sudut-P dan sudut-rl
lebih alami daripada sudut-1.

Dari artikel ilmiah ini, karena telah berhasil
ditemukan konsep sudut yang alami di ruang
bernorma-G, yaitu sudut-rl, maka telah terbuka
pula peluang untuk mengembangkan sifat-sifatnya
dan aplikasinya.
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