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ABSTRAK 
Salah satu tantangan dalam pengendalian Tuberkulosis adalah munculnya TB resisten sekunder 

akibat kegagalan pengobatan yang dipengaruhi oleh tingkat kepatuhan pasien. Penelitian yang akan 

dilakukan bertujuan untuk mengembangkan model matematika penyebaran Tuberkulosis berbentuk 

SEI1TI2R dengan mempertimbangkan tingkat kepatuhan pengobatan, serta menganalisis titik 

kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar (R0), kestabilan model, dan pengaruh laju pengobatan serta 

tingkat kepatuhan melalui simulasi numerik. Model terdiri atas enam kompartemen, yaitu Susceptible 

(S), Exposed (E), Infectious TB Sensitif (I1), Treatment (T), Infectious TB Resistant (I2), dan Recovered 

(R). Hasil penelitian menunjukkan adanya titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik pada model. 

Bilangan reproduksi dasar (R0) menjadi parameter ambang, dengan titik kesetimbangan bebas penyakit 

stabil asimtotik ketika R0 < 1 dan titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik ketika R0 > 1. 

Peningkatan laju pengobatan mampu mengarahkan sistem menuju kondisi bebas penyakit dengan 

menurunkan jumlah penderita TB sensitif, sedangkan peningkatan tingkat kepatuhan pengobatan 

berperan dalam menekan pembentukan TB resisten akibat kegagalan pengobatan serta meningkatkan 

jumlah individu sembuh. Hasil simulasi kombinasi menunjukkan bahwa laju pengobatan dan tingkat 

kepatuhan pengobatan memiliki peran yang saling melengkapi sehingga pengendalian TB yang optimal 

memerlukan peningkatan kedua parameter tersebut secara bersamaan. 

Kata Kunci: Kepatuhan pengobatan, Persamaan diferensial biasa, Tuberkulosis resisten sekunder. 

 

 

ABSTRACT 
One of the challenges in Tuberkulosis (TB) control is the emergence of secondary drug-resistant 

TB due to treatment failure, which is influenced by patient’s treatment adherence. This study aims to 

develop a mathematical model of TB transmission in the form of SEI1TI2R by considering treatment 

adherence, as well as to analyze the equilibrium points, basic reproduction number R0, model stability, 

and the effects of the treatment rate and treatment adherence trough numerical simulations. The model 

consist of six compartments, namely Susceptible (S), Exposed (E), Infectious TB Sensitif (I1), Treatment 

(T), Infectious TB Resistant (I2), dan Recovered (R). The results show that the model has disease-free 

and endemic equilibrium points. The basic reproduction number R0 serves as a threshold parameter, 

with the disease-free equilibrium point being asymptotically stable when R0 < 1 and the endemic 

equilibrium point being asymptotically stable when R0 > 1. An increase in the treatment rate can drive 

the system toward a disease-free condition by reducing the number of individuals with sensitive TB, 

while an increase in treatment adherence helps suppress the emergence of resistant TB due to treatment 

failure and increases the number of recovered individuals. The combined simulation result indicate that 

doi.org/10.26740/jram.v10n2.p277-294


278 A. M. SUPRIATNA, R. SISPIYATI, DAN S. A. HAZMY 

the treatment rate and treatment adherence play complementary roles; therefore, optimal TB control 

requires simultaneous improvement of both parameters. 

Keywords: ODE, Secondary drug-resistant tuberculosis, Treatment adherence 

 

1. Pendahuluan 

Tuberkulosis merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri Mycobacterium 

Tuberculosis dan hingga kini masih menjadi salah satu masalah kesehatan global. Indonesia 

berada diperingkat kedua dengan jumlah kasus Tuberkulosis tertinggi di dunia setelah India, 

dengan sekitar 1.060.000 kasus baru setiap tahun dan sekitar 134.000 kematian akibat infeksi 

tersebut, atau setara dengan 15 kematian setiap jam [1]. Tuberkulosis umumnya menyerang 

paru-paru, namun infeksi juga dapat terjadi pada organ lain, seperti selaput otak, selaput 

jantung, kelenjar getah bening, tulang, persendian, kulit, usus, ginjal, saluran kemih, dan alat 

kelamin [2]. Infeksi TB dapat bersifat laten tanpa menimbulkan gejala dan tidak menular, tetapi 

berpotensi berkembang menjadi TB aktif. Gejala yang dapat muncul meliputi batuk, penurunan 

berat badan, kelelahan, demam, keringat malam, dan sesak nafas [2]. Berdasarkan respons 

terhadap Obat Anti Tuberkulosis (OAT), TB dibedakan menjadi TB sensitif obat (TB SO) dan 

TB resisten obat (TB RO). TB SO masih dapat diobati dengan OAT lini pertama, sedangkan 

TB RO ditandai dengan adanya resistensi bakteri terhadap setidaknya satu jenis OAT lini 

pertama [3]. 

Salah satu strategi pengendalian TB adalah DOTS (Directly Observed Treatment Short-

course), yaitu pengobatan jangka pendek dengan pengawasan langsung yang mencakup lima 

komponen utama, yaitu komitmen politik, deteksi kasus secara mikroskopis, pengobatan 

standar dengan pengawasan langsung, ketersediaan obat, serta sistem pencatatan dan pelaporan 

[4]. Strategi ini bertujuan memastikan pengobatan diselesaikan untuk mengurangi risiko 

resistensi dan meningkatkan angka kesembuhan [5]. Pengobatan TB sensitif berlangsung 

selama 6 bulan, terdiri atas fase intensif 2 bulan dan fase lanjutan 4 bulan [6], dengan  

(Pengawas Minum Obat) berperan dalam meningkatkan kepatuhan pasien [7]. Penerapan 

DOTS terbukti menurunkan kejadian TB dan meningkatkan keberhasilan pengobatan hingga 

84% di beberapa wilayah [8]. Namun, efektivitas pengobatan TB sangat dipengaruhi oleh 

kepatuhan pasien. Sebagian pasien menghentikan pengobatan karena merasa telah sembuh, 

tidak lagi mengalami gejala, dianjurkan berhenti oleh tenaga kesehatan, mengalami efek 

samping, maupun menghadapi kendala biaya [9]. Penggunaan OAT jangka panjang juga 

berpotensi menimbulkan efek samping yang meningkatkan ketidakpatuhan [10]. WHO 

menyatakan bahwa ketidakpatuhan menjadi salah satu hambatan eliminasi TB karena 

penggunaan obat yang tidak teratur dapat memicu resistensi [11]. Resistensi obat dibedakan 

menjadi resistensi primer yang terjadi sejak awal infeksi dan resistensi sekunder yang dapat 

muncul akibat ketidakpatuhan pengobatan [12]. Resistensi tersebut meningkatkan risiko 

kegagalan pengobatan dan memperpanjang masa infeksi [13], serta memerlukan pengobatan 

yang lebih lama dan kompleks dengan tingkat keberhasilan lebih rendah dibandingkan TB 

sensitif [14]. 

Pemodelan matematika dapat digunakan sebagai pendekatan untuk menganalisis dinamika 

penyebaran penyakit menular serta mengevaluasi efektivitas pengobatan. Penelitian Ramadhan 

dan Kharis menggunakan model SEITR menunjukkan bahwa strategi DOTS efektif 

menurunkan kasus TB sensitif, tetapi belum mempertimbangkan terbentuknya TB resisten 

akibat kegagalan pengobatan karena diasumsikan pengobatan selalu berhasil [15]. Oleh karena 

itu, penelitian ini mengembangkan model SEITR menjadi SEI1TI2R dengan menambahkan 

kompartemen TB resisten (𝐼2) dan tingkat kepatuhan pengobatan. Model terdiri atas enam 

kompartemen, yaitu Susceptible (𝑆), Exposed (𝐸), Infectious TB Sensitif (𝐼1), Treatment (𝑇), 

Infectious TB Resistant (𝐼2), dan Recovered (𝑅). Model dianalisis berdasarkan titik 
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kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar (𝑅0), kestabilan sistem, dan simulasi numerik untuk 

mengkaji pengaruh laju pengobatan serta kepatuhan terhadap penyebaran TB sensitif dan 

pembentukan TB resisten.  

2. Tinjauan Pustaka   

2.1 Sistem Persamaan Diferensial  

Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan dari beberapa persamaan diferensial 

[16]. Secara umum, sistem persamaan diferensial biasa orde pertama dapat dituliskan dalam 

bentuk berikut. 
𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑡),   𝑖 = 1,2,… , 𝑛.  

Dengan 𝑦𝑖 sebagai variabel yang bergantung pada waktu 𝑡, sedangkan 𝑓𝑖 merupakan fungsi dari 

𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, dan 𝑡. 

Titik kesetimbangan merupakan kondisi ketika sistem tidak mengalami perubahan 

terhadap waktu [17], sehingga diperoleh dengan menetapkan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 , 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0.  

Dengan demikian, titik kesetimbangan (𝑥∗, 𝑦∗) memenuhi 𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0. 

2.2 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar (𝑅0) merupakan jumlah infeksi baru yang dihasilkan oleh satu 

individu terinfeksi dalam populasi yang seluruhnya rentan [18]. Nilai 𝑅0 dapat ditentukan 

menggunakan metode Next Generation Matrix dengan membentuk matriks 𝐹 yang menyatakan 

laju penambahan infeksi baru dan 𝑉 menyatakan laju pengurangan infeksi baru sebagai berikut: 

𝐹 = (𝐹𝑖𝑗), 𝑉 = (𝑉𝑖𝑗). 
 

Matriks generasi berikutnya diberikan oleh 

𝐾 = 𝐹𝑉−1, 
 

sehingga 

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉−1), 
 

dengan 𝜌 menyatakan nilai eigen dominan dari matriks 𝐾. Nilai 𝑅0 < 1 menunjukkan bahwa 

infeksi cenderung menurun, sedangkan 𝑅0 > 1 menunjukkan bahwa infeksi menjadi endemik. 

2.3 Analisis Kestabilan 

Analisis kestabilan dilakukan melalui proses linearisasi sistem persamaan diferensial 

nonlinear dengan menggunakan matriks Jacobian [19]. Misalkan (𝑥∗, 𝑦∗) merupakan titik 

kesetimbangan, maka ekspansi deret Taylor di sekitar titik tersebut menghasilkan sistem linear 

[

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑣

𝑑𝑡

] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑥

𝜕𝑓(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑦

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑥

𝜕𝑔(𝑥∗, 𝑦∗)

𝜕𝑦 ]
 
 
 
 

(𝑥∗,𝑦∗)

[
𝑢
𝑣
].  

Matriks tersebut disebut matriks Jacobian dan dinotasikan sebagai 

𝐽 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦]
 
 
 
 

|(𝑥∗,𝑦∗)

  

Jika 𝐴 merupakan matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, maka 𝜆 disebut nilai eigen dari 𝐴 jika 

terdapat vektor tak nol 𝑥 yang memenuhi 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. 
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Persamaan tersebut dapat dituliskan sebagai 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0. 
 

Agar diperoleh solusi tak trivial, harus memenuhi 

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0, 
 

yang disebut persamaan karakteristik, dengan akar-akarnya merupakan nilai eigen dari 𝐴 [20]. 

Kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari persamaan karakteristik [21]. Klasifikasi kestabilan titik 

kesetimbangan disajikan pada Tabel 1. 

Tabel 1. Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Nilai Eigen 
Kestabilan Titik 

Kesetimbangan 

Jenis Titik Kesetimbangan 

(𝒙∗, 𝒚∗) 

𝜆1 > 0, 𝜆2  > 0 Tidak stabil Node 

𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0 Stabil asimtotik Node 

𝜆1 > 0 dan 𝜆2 < 0 Tidak stabil Saddle Point 

𝜆1 = 𝜆2  > 0 Tidak Stabil Proper Node atau Improper Node 

𝜆1 = 𝜆2 < 0 Stabil asimtotik Proper Node atau Improper Node 

𝜆1,2 = 𝑘 ± 𝑏𝐼, 𝑘 >
0 

Tidak stabil Spiral Point 

𝜆1,2 = 𝑘 ± 𝑏𝐼, 𝑘 <
0 

Stabil asimtotik Spiral Point 

𝜆1 = 𝑏𝐼 

𝜆2 = −𝑏𝐼 

dengan 𝐼 ≠ 0 

Stabil Center 

Untuk persamaan karakteristik yang sulit ditentukan nilai eigennya secara langsung, kestabilan 

dapat dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. 

2.4 Kriteria Routh-Hurwitz 

Kriteria Routh-Hurwitz digunakan untuk menentukan kestabilan sistem berdasarkan 

koefisien persamaan karakteristik tanpa menghitung akar secara langsung [22]. Persamaan 

karakteristik polinom orde 𝑛 dinyatakan sebagai 

𝑎0𝜆
𝑛 + 𝑎1𝜆

𝑛−1 + 𝑎2𝜆
𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑛 = 0, 𝑎0, 𝑎𝑛 ≠ 0. 

 

Selanjutnya, koefisien tersebut disusun ke dalam tabel Routh-Hurwitz seperti pada Tabel 2. 

Tabel  1. Routh-Hurwitz 

Variabel Koefisien 

𝜆𝑛 𝑎0 𝑎2 𝑎4 𝑎6 ⋯ 

𝜆𝑛−1 𝑎1 𝑎3 𝑎5 ⋯ ⋯ 

𝜆𝑛−2 𝑏1 𝑏2 𝑏3 ⋯ ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋯ ⋯ 

𝜆2 𝑒1 𝑒2 ⋯   

𝜆1 𝑓1     

𝜆0 𝑔1     

koefisien pada baris-baris berikutnya dihitung dengan mengikuti pola perhitungan berikut: 

𝑏𝑛 =
𝑎1𝑎2𝑛−𝑎0𝑎2𝑛+1

𝑎1
  ;  𝑐𝑛 =

𝑏1𝑎2𝑛+1−𝑎1𝑏𝑛+1

𝑏1
  ;  𝑑𝑛 =

𝑐1𝑏𝑛+1−𝑏1𝑐𝑛+1

𝑐1
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Kestabilan ditentukan berdasarkan elemen pada kolom pertama tabel Routh-Hurwitz. Sistem 

stabil asimtotik jika seluruh elemen kolom pertama tidak berubah tanda. Adanya perubahan 

tanda menunjukkan terdapat akar dengan bagian riil positif sehingga sistem tidak stabil. 

2.5 Simulasi Numerik 

Simulasi numerik dilakukan menggunakan perangkat lunak MATLAB untuk 

menggambarkan dinamika penyebaran Tuberkulosis pada kondisi bebas penyakit dan endemik. 

Selain itu, dilakukan variasi parameter laju pengobatan dan parameter kepatuhan pengobatan 

untuk menganalisis efektivitas pengobatan dalam menekan kasus TB sensitif dan mencegah 

terbentuknya TB resisten. 

 

3. Hasil dan Pembahasan  

3.1. Model Persamaan Diferensial 

Dalam pembentukan model matematika penyebaran Tuberkulosis, digunakan beberapa 

asumsi untuk menyederhanakan mekanisme penyebaran penyakit sebagai berikut: 

1. Populasi dibagi menjadi enam kompartemen, yaitu 𝑆, 𝐸, 𝐼1, 𝑇, 𝐼2, dan 𝑅. 

2. Individu rentan (𝑆) dapat terinfeksi melalui kontak dengan TB sensitif (𝐼1) dan 

berkembang menjadi individu laten (𝐸). 

3. Penularan hanya berasal dari TB sensitif (𝐼1), sedangkan TB resisten (𝐼2) tidak 

berkontribusi terhadap penularan. 

4. Individu laten (𝐸) dapat berkembang menjadi TB aktif sensitif (𝐼1) dan individu 𝐼1 

menjalani pengobatan di kompartemen 𝑇. 

5. Keberhasilan pengobatan dipengaruhi oleh tingkat kepatuhan sehingga pasien dapat 

sembuh (𝑅) atau mengalami kegagalan pengobatan dan menjadi TB resisten (𝐼2). 

6. Individu yang telah sembuh (𝑅) diasumsikan memiliki kemungkinan kecil untuk 

mengalami kekambuhan atau terinfeksi kembali oleh TB sehingga tetap berada dalam 

kompartemen 𝑅. 

7. TB resisten (𝐼2) tidak kembali ke kompartemen pengobatan, dan model hanya 

mempertimbangkan resisten sekunder, bukan resistensi primer.  

8. Populasi diasumsikan tertutup dan konstan, dengan kelahiran sebagai rekrutmen dan 

kematian alami pada seluruh kompartemen. 

9. Kematian akibat TB maupun penyebab lainnya diasumsikan tercakup dalam satu laju 

kematian alami 𝜇. 

Berdasarkan asumsi yang telah ditetapkan, model penyebaran Tuberkulosis di rumuskan 

dalam sistem persamaan diferensial berikut. 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇𝑁 − 𝛽𝑆𝐼1 − 𝜇𝑆 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼1 − 𝜎𝐸 − 𝜇𝐸 

𝑑𝐼1
𝑑𝑡

= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼1 − 𝜇𝐼1 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼1 − 𝜔𝑇 − 𝜇𝑇 

𝑑𝐼2
𝑑𝑡

= (1 − 𝜃)𝜔𝑇 − 𝜇𝐼2 
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𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜃𝜔𝑇 − 𝜇𝑅 

Diagram kompartemen penyebaran Tuberkulosis dengan mempertimbangkan kepatuhan 

pengobatan dan munculnya resistensi ditunjukkan pada Gambar 1. 

 
Gambar 1. Diagram kompartemen penyebaran penyakit tuberkulosis 

Daftar variabel yang digunakan dalam model matematika ditunjukkan pada Tabel 3, 

sedangkan parameter yang digunakan ditunjukkan pada Tabel 4. 

Tabel  2. Daftar Variabel yang Digunakan 

Variabel Keterangan Nilai Satuan Sumber 

𝑁 
Total populasi (S+E+I1+T+I2+R) pada 

waktu ke-t. 
2.548.780 Jiwa [23] 

𝑆 
Jumlah individu rentan terinfeksi pada 

waktu ke-t. 
1.987.786 Jiwa Diasumsikan 

𝐸 
Jumlah individu laten (terinfeksi tetapi 

belum menular) pada waktu ke-t. 
535.244 Jiwa [24] 

𝐼1 
Jumlah individu yang terinfeksi TB 

sensitif pada waktu ke-t. 
18.846 Jiwa [25] 

 𝑇 
Jumlah individu dalam pengobatan pada 

waktu ke-t. 
4.874 Jiwa [26] 

𝐼2 
Jumlah individu TB resisten pada waktu 

ke-t. 
185 Jiwa [27] 

𝑅 Jumlah individu sembuh pada waktu ke-t. 1.845 Jiwa [28] 
 

Tabel  3. Daftar Parameter yang Digunakan 

Parameter Keterangan Nilai Satuan Sumber 

𝜇 
Laju kelahiran dan kematian 

alami 
0,0133 𝑡𝑎ℎ𝑢𝑛−1 [29] 

𝜎 
Laju progresi dari laten ke TB 

sensitif 
0,3 𝑡𝑎ℎ𝑢𝑛−1 [15] 

𝛾 
Laju individu TB sensitif 

menjalani pengobatan DOTS 
0,55 𝑡𝑎ℎ𝑢𝑛−1 [15] 

 𝜔 
Laju penyelesaian 

pengobatan DOTS 
2 𝑡𝑎ℎ𝑢𝑛−1 Diasumsikan 

𝜃 
Tingkat 

keberhasilan/kepatuhan 
0,825 - [30] 
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Parameter Keterangan Nilai Satuan Sumber 

pengobatan 

(1 − 𝜃) Proporsi kegagalan 0,175 - 

Komplemen dari angka 

keberhasilan pengobatan 
(𝜃) Kota Bandung 2025 

3.2. Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan diperoleh dengan menyamakan turunan setiap kompartemen 

terhadap waktu dengan nol, yaitu 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0; 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0; 

𝑑𝐼1

𝑑𝑡
= 0; 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0; 

𝑑𝐼2

𝑑𝑡
= 0; 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0.  

Dengan mengasumsikan tidak terdapat individu terinfeksi dalam populasi (𝐼1 ≠ 0), diperoleh 

titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝑇𝐾0
= (𝑆0, 𝐸0, 𝐼1

0, 𝑇0, 𝐼2
0, 𝑅0) = (𝑁, 0, 0, 0, 0, 0).  

Untuk kondisi endemik (𝐼1 ≠ 0), diperoleh titik kesetimbangan endemik 𝑇𝑘
∗ =

(𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼1
∗, 𝑇∗, 𝐼2

∗, 𝑅∗) sebagai berikut: 

𝑆∗ =
(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)

𝜎𝛽
 

𝐸∗ =
𝜇𝑁

(𝜎 + 𝜇)
−

(𝛾 + 𝜇)𝜇

𝜎𝛽
 

𝐼1
∗ =

𝜇𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)
−

𝜇

𝛽
 

𝑇∗ =
𝛾𝜇𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)(𝜔 + 𝜇)
−

𝛾𝜇

𝛽(𝜔 + 𝜇)
 

𝐼2
∗ =

𝛾𝑁𝜎(1 − 𝜃)𝜔

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)(𝜔 + 𝜇)
−

𝛾(1 − 𝜃)𝜔

𝛽(𝜔 + 𝜇)
 

𝑅∗ =
𝜃𝜔𝛾𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)(𝜔 + 𝜇)
−

𝜃𝜔𝛾

𝛽(𝜔 + 𝜇)
 

3.3. Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar 𝑅0 diperoleh menggunakan metode Next Generation Matrix 

pada kompartemen yang memuat infeksi, yaitu 𝐸 dan 𝐼1. Matriks 𝐹 dan 𝑉 diperoleh dari 

linearisasi sistem di sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut: 

𝐽 = [
−(𝜎 + 𝜇) 𝛽𝑁

𝜎 −(𝛾 + 𝜇)
], 𝐹 = [

0 𝛽𝑁
0 0

]  dan  𝑉 = [
𝜎 + 𝜇 0
−𝜎 𝛾 + 𝜇

]  

Matriks generasi berikutnya diperoleh dari 

𝐾 = 𝐹𝑉−1  

sehingga 

𝐾 = [
𝛽𝑁𝜎

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)
 

𝛽𝑁

(𝛾 + 𝜇)
0 0

] 
 

Bilangan reproduksi dasar merupakan nilai eigen dominan dari matriks 𝐾, sehingga diperoleh 

𝑅0 =
𝛽𝑁𝜎

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)
   

Meskipun parameter kepatuhan pengobatan (𝜃) tidak muncul secara eksplisit dalam 𝑅0, 

kepatuhan yang rendah berpotensi meningkatkan kasus TB resisten akibat kegagalan 

pengobatan, sehingga pengaruhnya dianalisis melalui simulasi numerik. 
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3.4. Analisis Kestabilan 

Analisis kestabilan dilakukan melalui linearisasi sistem di sekitar titik kesetimbangan 

menggunakan matriks Jacobian. Pada titik kesetimbangan bebas penyakit 𝑇𝐾0
, diperoleh 

matriks Jacobian sebagai berikut: 

𝐽𝑇𝐾0
=

[
 
 
 
 
 
−(𝛽𝐼1

0 + 𝜇)

𝛽𝐼1
0

0
0
0
0

   

0
−(𝜎 + 𝜇)

𝜎
0
0
0

   

−𝛽𝑆0

𝛽𝑆0

−(𝛾 + 𝜇)
𝛾
0
0

    

0
0
0

−(𝜔 + 𝜇)

(1 − 𝜃)𝜔
𝜃𝜔

    

0
0
0
0

−𝜇
0

   

0
0
0
0
0

−𝜇]
 
 
 
 
 

. 

Persamaan karakteristik diperoleh dari det (𝜆𝐼 − 𝐽𝑇𝐾0
) = 0, sehingga diperoleh 

(𝜆 + 𝜇)3(𝜆 + 𝜔 + 𝜇)[𝜆2 + (𝜎 + 𝛾 + 2𝜇)𝜆 + ((𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)  − 𝛽𝑁𝜎)] = 0. 
Beberapa nilai eigen dapat diperoleh secara langsung, yaitu 

𝜆1,2,3 = −𝜇, 𝜆4 = −(𝜔 + 𝜇),  

Dua nilai eigen lainnya ditentukan dari persamaan karakteristik berbentuk fungsi kuadrat 𝜆2 +
(𝜎 + 𝛾 + 2𝜇)𝜆 + ((𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)  − 𝛽𝑁𝜎) menggunakan rumus kuadratik 

𝜆5,6 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 . 

 

Misalkan 𝑎 = 1, 𝑏 = (𝜎 + 𝛾 + 2𝜇), dan 𝑐 = (𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)  − 𝛽𝑁𝜎, maka diperoleh 

𝜆5,6 =
−(𝜎 + 𝛾 + 2𝜇) ± √(𝜎 + 𝛾 + 2𝜇)2 − 4((𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇) − (𝛽𝑁𝜎))

2
. 

 

Dengan seluruh parameter bernilai positif, titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil 

asimtotik apabila nilai eigen 𝜆5 dan 𝜆6 memenuhi kondisi berikut 

(𝜎 + 𝛾 + 2𝜇)2 − 4((𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇) − (𝛽𝑁𝜎)) < (𝜎 + 𝛾 + 2𝜇)2 

↔ (𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇) > 𝛽𝑁𝜎 

𝑅0 =
𝛽𝑁𝜎

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)
< 1. 

 

Kondisi tersebut ekuivalen dengan 𝑅0 < 1, yang menunjukkan bahwa titik kesetimbangan 

bebas penyakit stabil asimtotik ketika 𝑅0 < 1. 

Selanjutnya, kestabilan titik kesetimbangan endemik 𝑇𝐾
∗ dianalisis melalui matriks 

Jacobian 𝐽𝑇𝐾
∗  berbentuk 

𝐽𝑇𝐾
∗ =

[
 
 
 
 
 
−(𝛽𝐼1

∗ + 𝜇)

𝛽𝐼1
∗

0
0
0
0

   

0
−(𝜎 + 𝜇)

𝜎
0
0
0

   

−𝛽𝑆∗

𝛽𝑆∗

−(𝛾 + 𝜇)
𝛾
0
0

    

0
0
0

−(𝜔 + 𝜇)

(1 − 𝜃)𝜔
𝜃𝜔

    

0
0
0
0

−𝜇
0

   

0
0
0
0
0

−𝜇]
 
 
 
 
 

 

dengan menyelesaikan det(𝜆𝐼 − 𝐽𝑇𝐾
∗) = 0 akan memperoleh persamaan karakteristik 

(𝜆 + 𝜇)2(𝜆 + 𝜔 + 𝜇) [𝜆3 + (
𝛽𝜇𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)
+ (𝜎 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇)) 𝜆2

+ 𝛽𝜇𝑁𝜎 (
1

(𝛾 + 𝜇)
+

1

(𝜎 + 𝜇)
) 𝜆 + (𝛽𝑁𝜎 − (𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇))𝜇]

= 0. 

 

Persamaan karakteristik tersebut dapat difaktorkan sehingga diperoleh beberapa nilai eigen 

secara langsung, yaitu 𝜆1,2 = −𝜇 dan 𝜆3 = −(𝜔 + 𝜇). Sedangkan tiga nilai eigen lainnya 

diperoleh dari persamaan orde tiga 
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𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0,  

dengan: 

𝑎1 =
𝛽𝜇𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)
+ (𝜎 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇) 

𝑎2 = 𝛽𝜇𝑁𝜎 (
1

(𝛾 + 𝜇)
+

1

(𝜎 + 𝜇)
) 

𝑎3 = (𝛽𝑁𝜎 − (𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇))𝜇 

 

Karena akar-akar persamaan orde tiga sulit diperoleh secara eksplisit, kestabilan selanjutnya 

dianalisis menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. 

Tabel  4. Tabel Routh-Hurwitz 

Variabel Koefisien 

𝜆3 1 𝑎2 

𝜆2 𝑎1 𝑎3 

𝜆1 𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎3

𝑎1
 0 

𝜆0 
𝑐1 =

𝑏1𝑎3 − 𝑎1𝑏2

𝑏1
 

↔ 𝑐1 = 𝑎3 

0 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, kestabilan akan terpenuhi dengan syarat berikut: 

a) 1 > 0 

b) 𝑎1 > 0 

↔
𝛽𝜇𝑁𝜎

(𝛾+𝜇)(𝜎+𝜇)
+ (𝜎 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇) > 0   

↔ 𝜇𝑅0 + (𝜎 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇) > 0   

c) 𝑏1 =
𝑎1𝑎2−𝑎3

𝑎1
> 0 

↔ 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0 

↔ (
𝛽𝜇𝑁𝜎

(𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)
+ (𝜎 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇))(𝛽𝜇𝑁𝜎 (

1

(𝛾 + 𝜇)
+

1

(𝜎 + 𝜇)
))

− (𝛽𝑁𝜎 − (𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇))𝜇 > 0 

↔ 𝜇[𝜇(𝜎 + 2𝜇 + 𝛾)(𝑅0 − 1)2

+ [2𝜇(𝜎 + 2𝜇 + 𝛾)
+ ((𝜎 + 𝜇)2 + (𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇) + (𝛾 + 𝜇)2)](𝑅0 − 1)
+ (𝜎 + 2𝜇 + 𝛾)(𝜎 + 3𝜇 + 𝛾)] 

d) 𝑐1 = 𝑎3 > 0 

↔ (𝛽𝑁𝜎 − (𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇))𝜇 > 0 

↔ (𝛾 + 𝜇)(𝜎 + 𝜇)𝜇(𝑅0 − 1) > 0 

 

Perhatikan bahwa karena seluruh parameter bernilai positif, maka syarat 𝑏1 > 0 dan 𝑐1 > 0 

akan terpenuhi apabila (𝑅0 − 1) > 0. Dengan demikian, berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, 

titik kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik jika dan hanya jika 𝑅0 > 1. 
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(a)  (b)  

(c)  

(a)  (b)  

(c)  

3.5. Simulasi Numerik 

Simulasi numerik dilakukan untuk menggambarkan dinamika sistem pada kondisi bebas 

penyakit dan endemik dengan menggunakan nilai awal populasi serta parameter dasar yang 

disajikan pada Tabel 3 dan Tabel 4. Untuk kondisi 𝑅0 < 1 digunakan parameter laju 

pengobatan sebesar 𝛽 = 0,00000020 sehingga diperoleh 𝑅0 = 0,86653 < 1 dan titik 

kesetimbangan bebas penyakit 𝑇𝐾0
= (2.548.780,0, 0, 0, 0, 0). Untuk melihat dinamika sistem 

pada kondisi bebas penyakit (𝑅0 < 1), dilakukan simulasi numerik yang hasilnya disajikan 

pada Gambar 2.  

 
 

 
 

Gambar 2. Dinamika Populasi terhadap Waktu pada Kondisi 𝑹𝟎 < 𝟏: (a) S(t), (b) E(t) dan I1 (t), (c) 

T(t), I2(t), dan R(t) 

Hasil simulasi menunjukkan bahwa seluruh kompartemen terinfeksi, yaitu 𝐸, 𝐼1, dan 𝐼2, 

menurun hingga mendekati nol, sedangkan populasi rentan 𝑆 meningkat menuju nilai 

kesetimbangan sebesar 2.548.780. Hal ini menunjukkan bahwa penyakit tidak dapat bertahan 

dalam populasi dan sistem menuju titik kesetimbangan bebas penyakit, sesuai dengan kondisi 

𝑅0 < 1.  Selanjutnya, untuk kondisi 𝑅0 > 1 digunakan parameter laju pengobatan sebesar 𝛽 =
0,00000030, sehingga diperoleh 𝑅0 = 1,29979 > 1 dan titik kesetimbangan endemik 𝑇𝐾

∗ =
(1.960.910, 24.956, 13.291, 3.631, 95.549, 450.444). Untuk melihat dinamika sistem pada 

kondisi endemik (𝑅0 > 1), dilakukan simulasi numerik yang hasilnya disajikan pada Gambar 

3. 

 
 

 
 

Gambar 3. Dinamika Populasi terhadap Waktu pada Kondisi 𝑹𝟎 > 𝟏: (a) S(t), (b) E(t) dan I1 (t), (c) 

T(t), I2(t), dan R(t) 
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Hasil simulasi menunjukkan bahwa seluruh kompartemen mengalami osilasi pada fase 

awal yang kemudian mereda hingga mencapai nilai kesetimbangan positif. Kompartemen 𝐸 

dan 𝐼1 tetap bernilai positif, menunjukkan bahwa TB sensitif bertahan dalam populasi, 

sementara 𝐼2 juga menetap pada nilai positif. Dengan demikian, sistem menuju titik 

kesetimbangan endemik secara stabil, sesuai dengan kondisi 𝑅0 > 1, yang menunjukkan bahwa 

penyakit tetap bertahan dalam populasi. 

3.5.1 Analisis Sensitivitas Parameter 

Analisis sensitivitas dilakukan untuk mengidentifikasi parameter yang paling dominan 

mempengaruhi nilai 𝑅0. Indeks sensitivitas dihitung melalui turunan parsial persamaan 𝑅0 

terhadap suatu parameter 𝑎, yang dirumuskan sebagai berikut [31]. 

𝐶𝑎
𝑅0 =

𝜕𝑅0

𝜕𝑎
×

𝑎

𝑅0
 

 

dengan mengacu pada nilai parameter dalam Tabel 4, hasil indeks sensitivitas untuk setiap 

parameter disajikan pada Tabel 6. 
Tabel  5. Indeks Sensitivitas Parameter terhadap 𝑅0 

Parameter Ekspresi Sensitivitas Indeks Senstivitas Hubungan dengan 𝑹𝟎 

𝛽 1 +1,0000000000 Berbanding Lurus 

𝑁 1 +1,0000000000 Berbanding Lurus 

𝜎 
𝜇

𝜎 + 𝜇
 +0,0424513246 Berbanding Lurus 

𝜇 −
𝜇(𝛾 + 2𝜇 + 𝜎)

(𝜎 + 𝜇)(𝛾 + 𝜇)
 −0,0660621892 Berbanding Terbalik 

𝛾 −
𝛾

𝛾 + 𝜇
 −0,9763891355 Berbanding Terbalik 

Berdasarkan Tabel 6, indeks positif menunjukkan hubungan berbanding lurus dengan 𝑅0, 

sedangkan indeks negatif menunjukkan hubungan berbanding terbalik. Laju pengobatan (𝛾) 

menjadi parameter paling efektif menekan 𝑅0 dengan indeks −0,9764, yang artinya kenaikan 

𝛾 sebesar 10% dapat menurunkan 𝑅0 sebesar 9,76%. Sementara itu, parameter laju penularan 

(𝛽) dan total populasi (𝑁) memiliki indeks positif terbesar yaitu +1,0000, yang berarti 

peningkatan sebesar 10% pada parameter tersebut akan menyebabkan kenaikan nilai 𝑅0 secara 

sebanding sebesar 10%.  

Selanjutnya, dilakukan simulasi numerik melalui variasi laju pengobatan (𝛾), tingkat 

kepatuhan pengobatan (𝜃), serta kombinasi keduanya untuk melihat pengaruh laju pengobatan 

dalam menekan penyebaran TB sensitif dan kepatuhan pengobatan dalam menekan 

pembentukan TB resisten. 

3.5.2 Simulasi Variasi Parameter 

a. Variasi Parameter Laju Pengobatan (𝜸) 

Untuk melihat pengaruh laju pengobatan (𝛾) terhadap dinamika penyebaran TB, 

dilakukan simulasi numerik dengan beberapa variasi nilai 𝛾 yang disajikan pada Tabel 7. 

Sedangkan parameter lainnya dipertahankan tetap, dengan nilai 𝛽 = 0,00000030. 

Tabel  6. Pengaruh Variasi Nilai 𝛾 terhadap 𝑅0 

𝜸 𝑹𝟎 
0,4 1,77153 
0,5 1,42641 

0,75 0,959222 
0,95 0,760069 
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(d) (e)  (f) 

Selanjutnya, dinamika setiap kompartemen untuk masing-masing nilai 𝛾 disajikan pada 

Gambar 4.  

 

 
 

Gambar 4. Variasi Laju Pengobatan (𝜸) Pada Dinamika Populasi: (a) 𝑺(𝒕), (b) 𝑬(𝒕), (c) 𝑰𝟏(𝒕), 

(d) 𝑻(𝒕), (e) 𝑰𝟐(𝒕), (f) 𝑹(𝒕) terhadap Waktu (𝒕) 

Hasil simulasi menunjukkan bahwa peningkatan laju pengobatan (𝛾) memengaruhi 

dinamika seluruh kompartemen. Pada 𝛾 = 0,4 dan 0,5, populasi rentan 𝑆 dan laten 𝐸 

berosilasi sebelum mencapai nilai tunaknya, sementara 𝐼1, 𝑇, 𝐼2 dan 𝑅 juga bertahan pada 

nilai tunaknya sehingga penyakit tetap bersifat endemik. Sebaliknya, pada 𝛾 = 0,75 dan 

0,95, populasi 𝑆 meningkat menuju kondisi bebas penyakit, sedangkan 𝐸, 𝐼1, 𝑇, 𝐼2, dan 𝑅 

menurun hingga mendekati nol. Dengan demikian, peningkatan laju pengobatan 

menyebabkan 𝑅0 menurun dan mendorong sistem dari kondisi endemik menuju kondisi 

bebas penyakit. 

b. Variasi Parameter Tingkat Kepatuhan Pengobatan (𝜽) 

Kepatuhan pasien terhadap dinamika TB. Berbeda dengan laju pengobatan (𝛾), variasi 𝜃 

tidak mengubah dinamika kompartemen 𝑆, 𝐸, 𝐼1, dan 𝑇, sehingga analisis difokuskan 

pada kompartemen TB resisten (𝐼2) dan sembuh (𝑅). Simulasi dilakukan pada kondisi 

titik kesetimbangan endemik (𝑅0 > 1) dengan 𝛽 = 0,00000030. Tingkat kepatuhan 

pengobatan (𝜃) divariasikan pada nilai 0,50;  0,65;  0,825;  0,95, sedangkan parameter 

lainnya dipertahankan tetap. Selanjutnya, dinamika populasi 𝐼2 dan 𝑅 untuk setiap variasi 

tingkat kepatuhan pengobatan (𝜃) disajikan pada Gambar 5. 

(a)  (b)  (c)  
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(a)  (b)  

 
(a)     (b) 

Gambar 5. Pengaruh Tingkat Kepatuhan Pengobatan (𝜽) terhadap Populasi: (a) 𝑰𝟐 dan (b) 𝑹 

Hasil simulasi menunjukkan bahwa peningkatan tingkat kepatuhan pengobatan (𝜃) 

menyebabkan populasi TB resisten (𝐼2) menurun, sedangkan populasi sembuh (𝑅) 

meningkat. Ketika 𝜃 meningkat dari 0,50 menjadi 0,95, nilai kesetimbangan 𝐼2 menurun 

dari 272.999 menjadi 27.300 jiwa, sementara 𝑅 meningkat dari 272.999 menjadi 518.698 

jiwa. Hal ini menunjukkan bahwa semakin tinggi kepatuhan pasien, semakin besar 

keberhasilan pengobatan sehingga mengurangi kegagalan pengobatan dan pembentukan 

TB resisten. Dengan demikian, peningkatan kepatuhan pengobatan berperan dalam 

menekan terbentuknya kasus TB resisten. 

c. Variasi Kombinasi Parameter (𝜸) dan (𝜽) 

Simulasi kombinasi dilakukan untuk menganalisis pengaruh laju pengobatan (𝛾) dan 

tingkat kepatuhan pengobatan (𝜃) secara bersamaan terhadap dinamika penyebaran TB. 

Kombinasi nilai 𝛾 dan 𝜃 yang digunakan disajikan pada Tabel 8. 

Tabel  7. Kombinasi Variasi Nilai γ dan θ 

 𝜽 = 𝟎, 𝟔𝟓 𝜽 = 𝟎, 𝟗𝟓 
𝜸 = 𝟎, 𝟒𝟎 𝛾 = 0,40 dan 𝜃 = 0,65 𝛾 = 0,40 dan 𝜃 = 0,95 
𝜸 = 𝟎, 𝟗𝟓 𝛾 = 0,95 dan 𝜃 = 0,65 𝛾 = 0,95 dan 𝜃 = 0,95 

Simulasi menggunakan nilai laju penularan 𝛽 = 0,00000030, sedangkan parameter 

lainnya dipertahankan tetap sesuai Tabel 3 dan Tabel 4. Hasil simulasi untuk setiap 

kombinasi disajikan pada Gambar 6. 

 
(a)  (b)  
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Gambar 6. Pengaruh Kombinasi Nilai 𝜸 dan 𝜽 pada Dinamika Populasi: (a) 𝑰𝟏(𝒕), (b) 𝑻(𝒕), (c) 

𝑰𝟐(𝒕), dan (d) 𝑹(𝒕) terhadap waktu (𝒕) 

Berdasarkan hasil simulasi numerik pada Gambar 6, peningkatan laju pengobatan (𝛾) 

berpengaruh dominan terhadap dinamika TB sensitif (𝐼1), di mana pada 𝛾 = 0,40 

populasi 𝐼1 tetap positif sehingga penyakit bertahan secara endemik, sedangkan pada 𝛾 =
0,95 populasi 𝐼1 menurun hingga mendekati nol. Dinamika kompartemen pengobatan 
(𝑇) mengikuti perubahan 𝐼1, dengan populasi 𝑇 tetap positif pada 𝛾 = 0,40 dan 

mendekati nol pada 𝛾 = 0,95. Pada TB resisten (𝐼2), peningkatan kepatuhan dari 𝜃 =
0,65 menjadi 𝜃 = 0,95 pada 𝛾 = 0,40 menurunkan populasi 𝐼2 secara signifikan, 

sedangkan pada 𝛾 = 0,95 populasi 𝐼2 pada kedua tingkat kepatuhan menurun hingga 

mendekati nol. Sementara itu, peningkatan kepatuhan pada 𝛾 = 0,40 meningkatkan 

jumlah individu sembuh (𝑅), sedangkan pada 𝛾 = 0,95 populasi 𝑅 menurun karena tidak 

lagi terdapat kasus TB aktif yang memerlukan pengobatan. Secara keseluruhan, laju 

pengobatan dan tingkat kepatuhan memiliki peran yang saling melengkapi, dengan 

peningkatan laju pengobatan menekan penyebaran TB sensitif dan peningkatan 

kepatuhan meminimalkan pembentukan TB resisten, sehingga kombinasi keduanya yang 

tinggi memberikan pengendalian TB yang paling optimal. 

Hasil analisis menunjukkan bahwa 𝑅0 merupakan parameter ambang penyebaran 

Tuberkulosis, dengan 𝑅0 < 1 mengarah pada kondisi bebas penyakit dan 𝑅0 > 1 pada kondisi 

endemik, sebagaimana dinyatakan dalam penelitian [32]. Peningkatan laju pengobatan (𝛾) 

menurunkan nilai 𝑅0 yang diikuti dengan penurunan populasi TB sensitif (𝐼1) hingga menuju 

kondisi bebas penyakit. Hasil temuan tersebut mendukung temuan [33] mengenai pentingnya 

deteksi dan pengobatan dini dalam memutus penularan. Sementara itu, peningkatan kepatuhan 

pengobatan (𝜃) tidak memengaruhi 𝑅0 secara signifikan, tetapi mampu menekan pembentukan 

TB resisten dan meningkatkan jumlah individu sembuh. Hal tersebut sejalan dengan penelitian 

[34] yang menekankan peran kepatuhan dalam keberhasilan pengobatan dan pencegahan 

resistensi akibat kegagalan pengobatan. Secara keseluruhan, hasil penelitian ini memperkuat 

temuan [35] bahwa pengendalian Tuberkulosis memerlukan pengobatan yang cepat disertai 

kepatuhan pasien dalam menyelesaikan terapi. 

4. Kesimpulan 

Hasil penelitian menunjukkan bahwa 𝑅0 merupakan parameter ambang penyebaran 

Tuberkulosis, dengan 𝑅0 < 1 mengarah pada titik kesetimbangan bebas penyakit dan 𝑅0 > 1 

pada titik kesetimbangan endemik. Peningkatan laju pengobatan (𝛾) mampu menekan 

penyebaran TB sensitif hingga menuju kondisi bebas penyakit, sedangkan peningkatan tingkat 

kepatuhan pengobatan (𝜃) berperan dalam menekan pembentukan TB resisten akibat 

kegagalan pengobatan dan meningkatkan jumlah individu sembuh. Dengan demikian, 

pengendalian TB yang optimal memerlukan peningkatan laju pengobatan dan kepatuhan secara 

(c)  (d)  
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bersamaan. Berdasarkan keterbatasan model yang hanya mempertimbangkan resistensi 

sekunder dan dua kemungkinan luaran pengobatan, penelitian selanjutnya dapat 

mengembangkan model dengan memasukkan resistensi primer melalui individu TB resisten 
(𝐼2) sebagai sumber penularan serta menambahkan luaran pengobatan lain, seperti relaps atau 

putus berobat. 
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    T    K 0 =  (   S 0 ,   E 0 ,   I 1 0 ,   T 0 ,   I 2 0 ,   R 0 ) =  ( N , 0 ,   0 ,   0 ,   0 ,   0 ) .


  (   I 1 ≠ 0 )


    T  k ∗ =  (   S ∗ ,   E ∗ ,   I 1 ∗ ,   T ∗ ,   I 2 ∗ ,   R ∗ )


    S ∗ =    ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 )  𝜎 𝛽


    E ∗ =   𝜇 N   ( 𝜎 + 𝜇 ) −    ( 𝛾 + 𝜇 ) 𝜇  𝜎 𝛽


    I 1 ∗ =   𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) −   𝜇  𝛽


    T ∗ =   𝛾 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝜔 + 𝜇 ) −   𝛾 𝜇  𝛽  ( 𝜔 + 𝜇 )


    I 2 ∗ =   𝛾 N 𝜎  ( 1 − 𝜃 ) 𝜔   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝜔 + 𝜇 ) −   𝛾  ( 1 − 𝜃 ) 𝜔  𝛽  ( 𝜔 + 𝜇 )


    R ∗ =   𝜃 𝜔 𝛾 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝜔 + 𝜇 ) −   𝜃 𝜔 𝛾  𝛽  ( 𝜔 + 𝜇 )


    R 0


  E   dan     I 1 .


  F


  V


  J =  [    − ( 𝜎 + 𝜇 )  𝛽 N   𝜎  − ( 𝛾 + 𝜇 ) ]


  F =  [    0  𝛽 N   0  0 ]


  V =  [    𝜎 + 𝜇  0   − 𝜎  𝛾 + 𝜇 ]


  K = F   V  − 1


  K =  [      𝛽 N 𝜎   ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 )      𝛽 N   ( 𝛾 + 𝜇 )   0  0 ]


  K


    R 0 =   𝛽 N 𝜎   ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 )  


   ( 𝜃 )


    R 0


    T    K 0


    J    T    K 0 =  [    −  ( 𝛽   I 1 0 + 𝜇 )   𝛽   I 1 0   0   0   0   0          0   −  ( 𝜎 + 𝜇 )   𝜎   0   0   0          − 𝛽   S 0   𝛽   S 0   −  ( 𝛾 + 𝜇 )   𝛾   0   0            0   0   0   −  ( 𝜔 + 𝜇 )    ( 1 − 𝜃 ) 𝜔   𝜃 𝜔            0   0   0   0   − 𝜇   0          0   0   0   0   0   − 𝜇 ] .


   det ⁡   ( 𝜆 I −   J    T    K 0 ) = 0


     ( 𝜆 + 𝜇 ) 3  ( 𝜆 + 𝜔 + 𝜇 )  [   𝜆 2 +  ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) 𝜆 + ( ( 𝜎 + 𝜇 ) ( 𝛾 + 𝜇 )   − 𝛽 N 𝜎 ) ] = 0 .


    𝜆  1 , 2 , 3 = − 𝜇 ,       𝜆 4 = −  ( 𝜔 + 𝜇 ) ,


    𝜆 2 +  ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) 𝜆 + ( ( 𝜎 + 𝜇 ) ( 𝛾 + 𝜇 )   − 𝛽 N 𝜎 )


    𝜆  5 , 6 =   − b ±    b 2 − 4 a c  2 a   .


  a = 1


  b =  ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 )


  c = ( 𝜎 + 𝜇 ) ( 𝛾 + 𝜇 )   − 𝛽 N 𝜎


    𝜆  5 , 6 =   −  ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) ±     ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) 2 − 4  (  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) −  ( 𝛽 N 𝜎 ) ) 2 .


    𝜆 5


    𝜆 6


     ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) 2 − 4  (  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) −  ( 𝛽 N 𝜎 ) ) <    ( 𝜎 + 𝛾 + 2 𝜇 ) 2


  ↔  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) > 𝛽 N 𝜎


  ↔  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) > 𝛽 N 𝜎


    R 0 =   𝛽 N 𝜎   ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) < 1 .


    R 0 =   𝛽 N 𝜎   ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) < 1 .


    R 0 < 1


    R 0 < 1


    T  K ∗


    J    T  K ∗


    


   det ⁡   ( 𝜆 I −   J    T  K ∗ ) = 0


     ( 𝜆 + 𝜇 ) 2  ( 𝜆 + 𝜔 + 𝜇 )  [   𝜆 3 +  (   𝛽 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝜎 + 𝜇 ) + ( 𝛾 + 𝜇 ) )   𝜆 2 + 𝛽 𝜇 N 𝜎  (  1   ( 𝛾 + 𝜇 ) +  1   ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜆 +  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇 ] = 0 .


    𝜆  1 , 2 = − 𝜇


    𝜆 3 = − ( 𝜔 + 𝜇 )


    𝜆 3 +   a 1   𝜆 2 +   a 2 𝜆 +   a 3 = 0 ,


    a 1 =   𝛽 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝜎 + 𝜇 ) + ( 𝛾 + 𝜇 )


    a 2 = 𝛽 𝜇 N 𝜎  (  1   ( 𝛾 + 𝜇 ) +  1   ( 𝜎 + 𝜇 ) )


    a 2 = 𝛽 𝜇 N 𝜎  (  1   ( 𝛾 + 𝜇 ) +  1   ( 𝜎 + 𝜇 ) )


    a 3 =  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇


    a 3 =  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇


    𝜆 3


    a 2


    𝜆 2


    a 1


    a 3


    𝜆 1


    b 1 =     a 1   a 2 −   a 3    a 1


    𝜆 0


    c 1 =     b 1   a 3 −   a 1   b 2    b 1


  ↔   c 1 =   a 3


  ↔   c 1 =   a 3


  1 > 0


    a 1 > 0


    a 1 > 0


  ↔   𝛽 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝜎 + 𝜇 ) + ( 𝛾 + 𝜇 ) > 0


  ↔ 𝜇   R 0 +  ( 𝜎 + 𝜇 ) + ( 𝛾 + 𝜇 ) > 0


    b 1 =     a 1   a 2 −   a 3    a 1 > 0


  ↔   a 1   a 2 −   a 3 > 0


  ↔   a 1   a 2 −   a 3 > 0


  ↔  (   𝛽 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝛾 + 𝜇 ) )  ( 𝛽 𝜇 N 𝜎  (  1   ( 𝛾 + 𝜇 ) +  1   ( 𝜎 + 𝜇 ) ) ) −  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇 > 0


  ↔  (   𝛽 𝜇 N 𝜎   ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝜎 + 𝜇 ) +  ( 𝛾 + 𝜇 ) )  ( 𝛽 𝜇 N 𝜎  (  1   ( 𝛾 + 𝜇 ) +  1   ( 𝜎 + 𝜇 ) ) ) −  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇 > 0


  ↔ 𝜇  [ 𝜇  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 )    (   R 0 − 1 ) 2 +  [ 2 𝜇  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 ) +  (    ( 𝜎 + 𝜇 ) 2 +  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) +    ( 𝛾 + 𝜇 ) 2 ) ]  (   R 0 − 1 ) +  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 )  ( 𝜎 + 3 𝜇 + 𝛾 ) ]


  ↔ 𝜇  [ 𝜇  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 )    (   R 0 − 1 ) 2 +  [ 2 𝜇  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 ) +  (    ( 𝜎 + 𝜇 ) 2 +  ( 𝜎 + 𝜇 )  ( 𝛾 + 𝜇 ) +    ( 𝛾 + 𝜇 ) 2 ) ]  (   R 0 − 1 ) +  ( 𝜎 + 2 𝜇 + 𝛾 )  ( 𝜎 + 3 𝜇 + 𝛾 ) ]


    c 1 =   a 3 > 0


    c 1 =   a 3 > 0


  ↔  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇 > 0


  ↔  ( 𝛽 N 𝜎 −  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ) 𝜇 > 0


  ↔  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) 𝜇  (   R 0 − 1 ) > 0


  ↔  ( 𝛾 + 𝜇 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) 𝜇  (   R 0 − 1 ) > 0


    b 1 > 0


    c 1 > 0


   (   R 0 − 1 ) > 0


    R 0 > 1


    R 0 < 1


  𝛽 = 0 , 00000020


    R 0 = 0 , 86653 < 1


    T    K 0 = ( 2 . 548 . 780 , 0 ,   0 ,   0 ,   0 ,   0 )


   (   R 0 < 1 )


    𝑹  𝟎 < 𝟏


  E ,   I 1 ,


    I 2


  S


  2 . 548 . 780


    R 0 < 1


    R 0 > 1


  𝛽 = 0 , 00000030


    R 0 = 1 , 29979 > 1


    T  K ∗ = ( 1 . 960 . 910


  24 . 956


  13 . 291


  3 . 631


  95 . 549


  450 . 444 )


   (   R 0 > 1 )


    𝑹  𝟎 > 𝟏


  E


    I 1


    I 2


    R 0 > 1


    R 0


    R 0


  a


    C  a    R 0 =   𝜕   R 0  𝜕 a ×   a    R 0


    R 0


    𝑹  𝟎


  𝛽


  + 1 , 0000000000


  N


  + 1 , 0000000000


  𝜎


    𝜇  𝜎 + 𝜇


  + 0 , 0424513246


  𝜇


  −   𝜇  ( 𝛾 + 2 𝜇 + 𝜎 )  ( 𝜎 + 𝜇 ) ( 𝛾 + 𝜇 )


  − 0 , 0660621892


  𝛾


  −   𝛾  𝛾 + 𝜇


  − 0 , 9763891355


    R 0


   ( 𝛾 )


    R 0


  − 0 , 9764


  𝛾


    R 0


   ( 𝛽 )


   ( N )


    R 0


   ( 𝛾 )


   ( 𝜃 )


   ( 𝜸 )


   ( 𝛾 )


  𝛾


  𝛽 = 0 , 00000030


  𝛾  


    R 0


  𝜸


    𝑹  𝟎


  𝛾


   ( 𝜽 )


   ( 𝜸 )


  𝑺  ( 𝒕 )


  𝑬  ( 𝒕 )


    𝑰  𝟏  ( 𝒕 )


  𝑻  ( 𝒕 )


    𝑰  𝟐  ( 𝒕 )


  𝑹  ( 𝒕 )


  ( 𝒕 )


   ( 𝛾 )


  𝛾 = 0 , 4  


  0 , 5


  S


  E


    I 1 ,   T ,   I 2


  R


  𝛾 = 0 , 75


  0 , 95


  S


  E ,   I 1 , T ,   I 2


  R


    R 0


   ( 𝛾 )


  𝜃


  S , E ,   I 1 ,


  T


   (   I 2 )


   ( R )


  (   R 0 > 1 )


  𝛽 = 0 , 00000030


   ( 𝜃 )


  0 , 50 ;   0 , 65 ;   0 , 825 ;   0 , 95


    I 2


  R


   ( 𝜃 )


   ( 𝜸 )


   ( 𝜽 )


   ( 𝜽 )  


    𝑰  𝟐


  𝑹


   ( 𝜃 )


   (   I 2 )


   ( R )


  𝜃


  0 , 50


  0 , 95


    I 2


  R


   ( 𝛾 )


   ( 𝜃 )


  𝛾


  𝜃


  𝜽 = 𝟎 , 𝟔 𝟓


  𝜽 = 𝟎 , 𝟗 𝟓


  𝜸 = 𝟎 , 𝟒 𝟎


  𝛾 = 0 , 40


  𝜃 = 0 , 65


  𝛾 = 0 , 40


  𝜃 = 0 , 95


  𝜸 = 𝟎 , 𝟗 𝟓


  𝛾 = 0 , 95


  𝜃 = 0 , 65


  𝛾 = 0 , 95


  𝜃 = 0 , 95


  𝛽 = 0 , 00000030


  𝜸


  𝜽


    𝑰  𝟏  ( 𝒕 ) ,


  𝑻  ( 𝒕 ) ,


    𝑰  𝟐  ( 𝒕 ) ,


  𝑹 ( 𝒕 )


  ( 𝒕 )


   ( 𝛾 )


   (   I 1 )


  𝛾 = 0 , 40


    I 1


  𝛾 = 0 , 95


    I 1


   ( T )


    I 1


  T


  𝛾 = 0 , 40


  𝛾 = 0 , 95


   (   I 2 )


  𝜃 = 0 , 65


  𝜃 = 0 , 95


  𝛾 = 0 , 40


    I 2


  𝛾 = 0 , 95


    I 2


  𝛾 = 0 , 40


   ( R )


  𝛾 = 0 , 95


  R


    R 0


    R 0 < 1


    R 0 > 1


   ( 𝛾 )


    R 0


   (   I 1 )


   ( 𝜃 )


    R 0


    R 0


    R 0 < 1


    R 0 > 1


   ( 𝛾 )


   ( 𝜃 )


   (   I 2 )

