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ABSTRAK 
 

Model siklus bisnis adalah salah satu sistem dinamika dalam bidang ekonomi. Ada beberapa model 

siklus bisnis, di antaranya adalah model Kaldor. Model siklus bisnis Kaldor direpresentasikan dalam 

sistem persamaan diferensial. Model ini melibatkan variabel produksi dan stok modal yang 

dipengaruhi oleh investasi dan simpanan. Dalam tulisan ini, investasi dan simpanan diasumsikan 

sebagai fungsi logistik dan logaritma dari produksi. Selanjutnya ditentukan titik kesetimbangan model 

dan dianalisis kestabilannya pada daerah di sekitar titik kesetimbangan tersebut. Diperoleh dua titik 

kesetimbangan, satu besifat tak stabil sementara satunya stabil dengan lintasan (trajectory) spiral. 

Solusi numerik juga ditampilakn dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. 
 

Kata Kunci:  Siklus Bisnis, Model Kaldor, Analisis Dinamika, Metode Runge-Kutta orde empat. 

 

ABSTRACT 
 

The business cycle model is a dynamical system in economics. There are several business cycle 

models, one of them is Kaldor model. The Kaldor business cycle model is represented in a system of 

differential equations. This model involves variables of production and capital stocks, investment and 

saving. In this paper, investment and saving are assumed to be logistical functions and logarithms of 

production. Furthermore, the model equilibrium points are observed and the stability is analyzed in the 

area around the points. It is obtained that there are two equilibrium points, one is unstable while the 

other is stable with a spiral trajectory. Numerical solutions are also presented using the fourth order 

Runge-Kutta method. 

 

Keywords:  Business Cycle, Kaldor Model, Dynamics Analysis, Fourth-order Runge-Kutta Method. 

 

1 Pendahuluan  

Perekonomian ideal adalah perekonomian yang pertumbuhannya stabil, yang selalu 

mengalami peningkatan dari waktu ke waktu. Namun pada kenyataannya, perekonomian yang 

ideal sangat sulit dicapai. Secara umum perekonomian selalu mengalami gelombang pasang 

surut pada periode tertentu. Dalam ekonomi, pasang surut ini dikenal dengan istilah siklus 

ekonomi atau siklus bisnis (business cycle). Siklus bisnis adalah fluktuasi aktivitas ekonomi 

yang tidak teratur dan tidak dapat diprediksi, diukur dengan produksi barang dan jasa atau 

jumlah tenaga kerja [19]. 

Siklus bisnis merupakan siklus yang sering terjadi pada suatu perekonomian. Siklus ini 

dapat mengakibatkan perubahan perekonomian suatu negara. Perubahan ini dapat berdampak 

baik atau buruk bagi perekonomian. Oleh karena itu, untuk mengantisipasi risiko yang 
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mungkin terjadi pada periode mendatang, perlu dilakukan “peramalan” untuk memprediksi 

perubahan-perubahan selanjutnya. Peramalan ini dapat dilakukan dengan menggunakan 

konsep pemodelan matematika sehingga menghasilkan suatu model siklus bisnis. 

Model siklus bisnis merupakan salah satu sistem dinamik dalam bidang ekonomi. Ada 

beberapa model siklus bisnis, salah satunya adalah model siklus bisnis Kaldor. Model siklus 

bisnis Kaldor merupakan model yang melibatkan produksi (Y), modal (K), investasi (I) dan 

simpanan (S). Dalam model ini diasumsikan bahwa laju Produksi merupakan selisih antara 

fungsi investasi dan fungsi simpanan dikali dengan koefisien penyesuaian pasar. Sedangkan 

laju modal adalah selisih antara keputusan investasi dan konsumsi modal. 

Terdapat dua hal yang sangat berpengaruh dalam model ini, yaitu investasi (investment) 

dan simpanan (saving). Pada tulisan ini penulis memodifikasi model Kaldor pada dua bagian 

tersebut, yaitu modifikasi pada fungsi investasi dengan menggunakan pendekatan fungsi 

logistik dan modifikasi pada fungsi simpanan dengan menggunakan logaritma dari produksi. 

Deskripsi matematis model Kaldor mengarah pada persamaan diferensial non linear. 

Model ini dapat menggambarkan dinamika variabel yang lebih kompleks. Pendekatan yang 

didasarkan pada non-linearitas fungsi investasi biasanya menggunakan sistem dari dua atau 

lebih persamaan diferensial [16]. Model Kaldor menggunakan sistem persamaan diferensial 

non linear yang terdiri atas dua persamaan diferensial biasa. Model ini sangat sulit untuk 

dicari solusi eksaknya, biasanya para peneliti menggunakan metode analitik maupun numerik 

untuk mencari solusi dari model seperti ini. 

Siklus bisnis maupun siklus ekonomi, masih merupakan topik yangmenarik perhatian 

para peneliti, baik dari sisi ilmu ekonomi, maupun dari sisi matematika. Beberapa studi 

tentang siklus bisnis dilaporkan pada [3, 4, 8, 21]. 

 

2 Metode   

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode kepustakaan (library 

research) dengan prosedur kerja sebagai berikut: 

1. Penelusuran pustaka yang berkaitan dengan masalah yang akan dikaji dalam penelitian 

ini. 

2. Mengkaji dan menganalisis Model Siklus Bisnis Kaldor. 

3. Memodifikasi fungsi investasi (investment) dengan menggunakan pendekatan 

persamaan logistik sebagai salah satu bentuk fungsi non-linear. 

4. Memodifikasi fungsi simpanan (saving) dengan menggunakan pendekatan fungsi 

logaritma dari produksi. 

5. Mencari solusi numerik dari model hasil modifikasi dengan menggunakan metode 

Runge-Kutta orde empat. 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

 

3.1 Model Siklus Bisnis Kaldor 

Model Siklus bisnis Kaldor yang diperkenalkan oleh Nicholas Kaldor ini adalah suatu 

sistem dinamik dalam bidang ekonomi yang direpresentasikan sebagai sistem persamaan 

diferensial.  

Secara matematis model Kaldor dapat dirumuskan sebagai berikut: 

𝑌̇(𝑡) = 𝑎[𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) − 𝑆(𝑌(𝑡))] (1) 

(2) 𝐾̇(𝑡) = 𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) − 𝛿𝐾(𝑡) 
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Dimana: 

𝑌(𝑡)   : Produksi riil 

𝐾(𝑡)   : Modal  

𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) : Investasi  

𝑆(𝑌(𝑡))     : Simpanan 

𝑎     : Koefisien penyesuaian di pasar barang (𝑎 > 0) 

𝛿     : Tingkat depriasi stok modal (𝛿 ∈ (0, 1)) 

3.2 Modifikasi Model Kaldor 

Secara umum, model Kaldor merupakan sebuah sistem persamaan diferensial biasa orde 

satu yang dibentuk oleh fungsi investasi dan fungsi simpanan. Kedua fungsi ini diasumsikan 

bersifat non linear. Dalam penelitian ini model Kaldor  dimodifikasi pada kedua fungsi 

tersebut. 

 

a. Modifikasi Fungsi Investasi 

 

𝑌̇(𝑡) = 𝑎[𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) − 𝑆(𝑌(𝑡))] (3) 

(4) 𝐾̇(𝑡) = 𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) − 𝛿𝐾(𝑡) 

Misalkan dianggap setiap fungsi-fungsi di atas bukanlah sebuah fungsi terhadap waktu 

(system autonom), maka model di atas merupakan sebuah sistem yang hanya dibentuk oleh 

dua fungsi, yaitu 𝐽(𝑌, 𝐾)  dan 𝑌 . Dimana 𝐽(𝑌, 𝐾)  diasumsikan merupakan frekuensi rasio 

produksi dan investasi atau biasa disebut dengan kecenderungan untuk berinvestasi. Pada 

bagian ini hanya akan analisis solusi pada rasio tersebut, sehingga fungsi 𝐽(𝑌, 𝐾)  dapat 

dituliskan menjadi: 

𝐽(𝑌, 𝐾) = 𝐽 (
𝑌

𝐾
) (5) 

Misalkan 𝑦 = log 𝑌 dan 𝑘 = log𝐾, maka: 

𝐽(𝑌, 𝐾) = 𝐽 (
𝑌

𝐾
) = 𝐽(𝑒𝑦−𝑘) = 𝑖(𝑦 − 𝑘) (6) 

Dimana 𝑖(𝑦 − 𝑘) adalah kecenderungan untuk berinvestasi (propensity to invest). 

Jika fungsi 𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡)) ini kita dekati dengan menggunakan fungsi logistik, maka: 

𝑑 𝑖(𝑟)

𝑑𝑟
= 𝑖(𝑟) (1 − 𝑖(𝑟)) (7) 

Dengan  r : 𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡) 

Solusi untuk persamaan (7) diperoleh sebagai berikut: 

𝑖(𝑟) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎𝑟
 (8) 

𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡)) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
 (9) 

Simulasi numerik dari persamaan (9) dengan 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
 dapat dilihat pada 

gambar berikut: 
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Gambar 1. Fungsi logistik kecenderungan berinvestasi 

 

Berdasarkan Teori Keynensian, investasi berhubungan positif dengan produksi, yang 

dirumuskan sebagai berikut: 

𝐼 = 𝑖 𝑌 

Dimana 𝑖 adalah kecenderungan untuk berinvestasi (propensity to invest). 

Sehingga fungsi investasi dapat dituliskan menjadi: 

𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) = 𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡))𝑌(𝑡) (10) 

𝐼(𝑌(𝑡), 𝐾(𝑡)) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑌(𝑡) (11) 

 

b. Modifikasi Fungsi Simpanan 

Misalkan kecenderungan untuk menyimpan (propensity to save) kita asumsikan tumbuh 

berdasarkan logaritma produksi, maka fungsi kecenderungan untuk menyimpan dapat 

dituliskan: 

 

𝑠(log 𝑌(𝑡)) = 𝑠0 + 𝑠1 log 𝑌 (12) 

Karena 𝑦 = log 𝑌, maka: 

𝑠(𝑦(𝑡)) = 𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡) 
(13) 

Berdasarkan teori Keynensian, simpanan juga berhubungan positif dengan produksi, 

yang dirumuskan sebagai berikut: 

𝑆 = 𝑠 𝑌 

Dimana 𝑠 adalah kecenderungan untuk menyimpan (propensity to save).  

Sehingga fungsi simpanan dapat dituliskan menjadi: 

𝑆(𝑌(𝑡)) = 𝑠(𝑦(𝑡))𝑌(𝑡) (14) 

𝑆(𝑌(𝑡)) = (𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡))𝑌(𝑡) (15) 

Simulasi numerik dari persamaan (15) untuk  𝑠0 = 0.2 dan  𝑠1 = 0.05 dapat dilihat pada 

gambar berikut: 
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Gambar 2. Fungsi Simpanan Riil 

Dengan menggunakan hasil modifikasi dari fungsi logistik pada persamaan (10) dan 

modifikasi fungsi simpanan pada persamaan (14), maka persamaan (3) dan (4) dapat 

dituliskan kembali menjadi: 

𝑌̇(𝑡) = 𝑎[𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡))𝑌(𝑡) − 𝑠(𝑦(𝑡))(𝑌(𝑡))] (16) 

𝐾̇(𝑡) = 𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡))𝑌(𝑡) − 𝛿𝐾(𝑡) (17) 

Jika persamaan (16) dibagi dengan 𝑌(𝑡) dan persamaan (17) dibagi dengan 𝐾(𝑡), akan 

diperoleh: 

𝑦̇(𝑡) = 𝑎[𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡)) − 𝑠(𝑦(𝑡))] (18) 

𝑘̇(𝑡) = 𝑖(𝑦(𝑡) − 𝑘(𝑡))𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡) − 𝛿 (19) 

Dimana: 

𝑦̇(𝑡) =
𝑌̇(𝑡)

𝑌(𝑡)
, 𝑘̇(𝑡) =

𝐾̇(𝑡)

𝐾(𝑡)
    dan    

𝑌(𝑡)

𝐾(𝑡)
= 𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡)  

Kemudian jika persamaan (9) dan persamaan (13) disubsitusikan masing-masing 

kepersamaan (18) dan (19), akan diperoleh: 

𝑦̇(𝑡) = 𝑎 [
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
− 𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡)] (20) 

𝑘̇(𝑡) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡) − 𝛿 (21) 

 

3.3 Analisis Dinamik Model Kaldor 

Berdasarkan hasil modifikasi Model Kaldor di atas diperoleh model seperti pada 

persamaan (20) dan persamaan (21). Pada bagian ini akan dinalisis dinamika pada model hasil 

modifikasi tersebut. 

 

a. Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan diperoleh jika: 

𝑦̇(𝑡) = 𝑘̇(𝑡) = 0 
Sehingga, dari persamaan (20) dan persamaan (21) akan diperoleh titik kesetimbangan jika: 

0 = 𝑎 [
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
− 𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡)] 

0 =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡) − 𝛿 

Dengan menggunakan software Maple 13 diperoleh titik kesetimbangan sistem 

tersebut sebagai berikut: 
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𝐸(𝑦, 𝑘) = (
−𝑠0 𝑒

𝑐 + 𝛿

𝑒𝑐 𝑠1
,
−𝑠0𝑒

𝑐 + 𝛿 − 𝑠1𝑒
𝑐 𝑐

𝑒𝑐 𝑠1
) 

 

Dengan:  𝑐 = akar dari persamaan   𝑎𝑥 + ln
𝑖𝑜(𝑎𝑒𝑥−𝛿)

𝛿(𝑎−𝑏𝑖0)
= 0 

Jika kita mengambil nilai untuk parameter 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
,  𝑠0 = 0.2,  𝑠1 =

0.05, 𝛿 = 0.1, maka akan diperoleh tiga titik kesetimbangan sebagai berikut: 

𝐸1(𝑦, 𝑘) = (−1.7705 , −1,6619)    
𝐸2(𝑦, 𝑘) = (−5.1147 − 2.7799 I , −4.7109 − 4.73208 I) 

𝐸3(𝑦, 𝑘) = (−5.1147 + 2.7799 I , −4.7109 + 4.73208 I) 

 

b. Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Kestabilan titik kesetimbangan dianalisis dengan menggunakan nilai eigen yang 

diperoleh dari matriks Jakobi hasil pelinearan sistem persamaan Kaldor. 

Misalkan: 

𝑓1(𝑦, 𝑘) = 𝑎 [
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘)
− 𝑠0 + 𝑠1𝑦] 

𝑓2(𝑦, 𝑘) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡) − 𝛿 

Perilaku selesaian sistem nonlinear  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥) di sekitar titik kesetimbangan dapat di dekati 

dengan meninjau sifat solusi linear dari: 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 

Dengan A adalah matriks Jakobian.   

Berdasarkan dari Model Kaldor di atas diperoleh: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑦

𝜕𝑓1
𝑑𝑘

𝜕𝑓2
𝜕𝑦

𝜕𝑓2
𝜕𝑘 ]

 
 
 
 

= [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] 

dimana: 

𝑎11 = 𝜶(
𝑎2𝑖0(𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒

−𝑎(𝑦−𝑘)

(𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘))2
− 𝑠1) 

𝑎12 =
−𝜶 𝑎2𝑖0(𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒

−𝑎(𝑦−𝑘)

(𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘))2
 

𝑎21 =
𝑎2𝑖0𝑒

𝑦−𝑘(𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒
−𝑎(𝑦−𝑘)

(𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘))2
+

𝑎𝑖0𝑒
𝑦−𝑘

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘)
 

𝑎22 = −
𝑎2𝑖0𝑒

𝑦−𝑘(𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒
−𝑎(𝑦−𝑘)

(𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘))2
−

𝑎𝑖0𝑒
𝑦−𝑘

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦−𝑘)
 

Jika kita mengambil nilai untuk masing-masing parameter 𝑎 = 2,   𝑏 = 8, 𝑖0 =
1

8
,    𝑠0 =

0.2,  𝑠1 = 0.05, 𝛿 = 0.1, maka akan diperoleh matriks Jakobian sebagai berikut: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑦

𝜕𝑓1
𝑑𝑘

𝜕𝑓2
𝜕𝑦

𝜕𝑓2
𝜕𝑘 ]

 
 
 
 

= [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] 
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Dimana: 

𝑎11 =
15

2
(

𝑒−2𝑦+2𝑘)

(1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘)2
− 0.75) 

𝑎12 = −
15

2
(

𝑒−2𝑦+2𝑘)

(1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘)2
) 

𝑎21 =
1

2

𝑒𝑦−𝑘𝑒−2𝑦+2𝑘

(1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘)2
+

1

4

𝑒𝑦−𝑘

1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘
 

𝑎22 =
1

2

𝑒𝑦−𝑘𝑒−2𝑦+2𝑘

(1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘)2
+

1

4

𝑒𝑦−𝑘

1 + 𝑒−2𝑦+2𝑘
 

 Analisis Kestabilan sistem di sekitar titik kesetimbangan 𝑬𝟏 

Sifat kestabilan sistem di sekitar titik kesetimbangan 𝐸1  dianalisis dengan 

mesubsitusikan titik kesetimbangan 𝐸1 kedalam matriks jakobian, diperoleh: 

𝐴1 = [
1.103047987 −1.853047987
0.2108202312 −0.2108202312

] 

 

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari matriks 𝐴1  dengan cara menyelesaikan persamaan 

berikut: 

 

|𝜆𝐼 − 𝐴1| = 0 

|𝜆 [
1 0
0 1

] − [
1.103047987 −1.853047987
0.2108202312 −0.2108202312

]| = 0 

|[
𝜆 − 1.103047987 1.853047987
−0.2108202312 𝜆 + 0.2108202312

]| = 0 

𝜆2 − 0.89223 𝜆 + 0.15811 = 0 

Dengan menyelesaikan persamaan di atas maka akan diperoleh nilai eigen 𝜆1 =
0.64836  dan 𝜆2 = 0.2438704.  Berdasarkan nilai eigen dari matriks 𝐴1  yaitu keduanya 

bernilai positif maka dapat disimpulkan bahwa sifat kestabilan sistem di sekitar titik 

kesetimbangan 𝐸1 adalah tidak stabil.  

 

 Analisis Kestabilan Sistem di Sekitar Titik Kesetimbangan 𝑬𝟐 

Dengan cara yang sama dengan 𝑬𝟏  diperoleh nilai eigen dari 𝑬𝟐  yaitu 𝜆1 =
−0.18612 + 0.39403 I  dan 𝜆2 = −0.80250 − 6.17984 I.  Berdasarkan nilai eigen dari 

matriks 𝐴2  yaitu keduanya merupakan bilangan kompleks, dimana masing-masing bagian 

realnya bernilai negatif, maka dapat disimpulkan bahwa sifat kestabilan sistem di sekitar titik 

kesetimbangan 𝐸2 adalah spiral stabil. 

 

 Analisis Kestabilan Sistem di Sekitar Titik Kesetimbangan 𝑬𝟑 

Dengan cara yang sama dengan 𝑬𝟏  diperoleh nilai eigen dari 𝑬𝟑  yaitu 𝜆1 =
−0.18612 − 0.39403 I  dan 𝜆2 = −0.80250 + 6.17984 I.  Berdasarkan nilai eigen dari 

matriks 𝐴3  yaitu keduanya merupakan bilangan kompleks, dimana masing-masing bagian 

realnya bernilai negatif, maka dapat disimpulkan bahwa sifat kestabilan sistem di sekitar titik 

kesetimbangan 𝐸3 adalah spiral stabil. 
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3.4  Simulasi Numerik 

Berdasarkan hasil modifikasi model Kaldor, dengan mengambil nilai parameter-

parameter 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
,  𝑠0 = 0.2,  𝑠1 = 0.05, 𝛿 = 0.1, 𝑡 = 200,  maka dapat 

diperoleh simulasi numerik untuk solusi dari modifikasi persamaan Kaldor sebagai berikut:  

 
Gambar 3. Grafik Solusi Fungsi Produksi dan Modal 

 

Berdasarkan hasil simulasi numerik dari solusi persamaan Kaldor di atas dapat dilihat 

bahwa, grafik dari fungsi produksi maupun fungsi modal cenderung berisolasi atau 

berfluktuasi pada interval waktu tertentu.  

Lebih lanjut, untuk melihat perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangannya dapat 

menggunakan phasepotrait dari sistem tersebut. Dengan mengambil nilai parameter-

parameter 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
,   𝑠0 = 0.2,    𝑠1 = 0.05, 𝛿 = 0.1,  maka diperoleh 

phasepotrait untuk sistem tersebut, sebagai berikut: 

 
Gambar 4. Phase portrait Model Kaldor 

3.5 Solusi Numerik Model Kaldor 

Untuk menentukan solusi dari persamaan non-linear dapat menggunakan analisis 

numerik. Salah satu metode numerik yang bisa digunakan untuk menentukan solusi dari 

persamaan diferensial adalah Metode Runge-Kutta. Pada pada bagian ini, akan digunakan 

Metode Runge-Kutta orde empat sebagai berikut: 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

Dengan: 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑡𝑖, 𝑦𝑖) 

𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1) 

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑡𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2) 

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑡𝑖 + ℎ,  𝑦𝑖 + 𝑘2) 

Tinjau kembali hasil modifikasi model Kaldor pada persamaan (20) dan persamaan (21) 

sebagai berikut: 
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𝑦̇(𝑡) = 𝑎 [
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
− 𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡)] (20) 

𝑘̇(𝑡) =
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡) − 𝛿 (21) 

 

Misalkan: 

𝑦̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑘) 

𝑘̇(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑘) 

Untuk 0 ≤ 𝑡 ≤ 2, 𝑦(0) = 1, 𝑘(0) = 1, maka solusi dari sistem tersebut dapat dihitung 

dengan langkah-langkah sebagai berikut (catatan: 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
, 𝑠0 = 0.2,  𝑠1 =

0.05, 𝛿 = 0.1): 

1. Menghitung panjang langkah (ℎ) . Pada penelitian sebagai contoh diambil 𝑛 = 10 , 

maka diperoleh ℎ = 0.2 

2. Menghitung nilai 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 dan 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4. 

3. Menghitung nilai 𝑦 dan 𝑘 

Dengan menggunakan software Scilab 5.5.2, diperoleh solusi untuk 𝑦  dan 𝑘  dengan 

iterasi sebanyak 10 sebagai berikut: 

Tabel 1. Solusi Numerik Persamaan Kaldor 

𝒊 𝒕𝒊 𝒚𝒊 𝒌𝒊 

0 0 1 1 

1 0.2 0.6306 1.005 

2 0.4 0.2339 0.9966 

3 0.6 -0.23139 0.9807 

4 0.8 -0.6997 0.9619 

5 1.0 -1.1352 0.9423 

6 1.2 -1.5235 0.9224 

7 1.4 -1.8632 0.9024 

8 1.6 -2.1581 0.8825 

9 1.8 -2.4131 0.8625 

10 2.0 -2.6331 0.842 

 

Lebih lanjut, jika kita membuat interval yang lebih besar dengan beberapa stepsize 

yang berbeda, maka akan diperoleh grafik solusi untuk produksi dan modal sebagai berikut:  

1. Untuk fungsi produksi pada interval 0 ≤ 𝑡 ≤ 200, dengan banyak iterasi 100, 200, 500, 

1000 dan  2000, akan diperoleh grafik sebagai berikut: 

 
Gambar 5. Grafik Solusi Fungsi Produksi 
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2. Untuk fungsi modal pada interval 0 ≤ 𝑡 ≤ 200, dengan banyak iterasi 100, 200, 500, 

1000 dan  2000, akan diperoleh grafik sebagai berikut: 

Gambar 6. Grafik Solusi Fungsi Modal 

Berdasarkan grafik di atas dapat dilihat bahwa, dengan mengubah nilai 𝑛 (banyak iterasi) atau 

mengubah stepsize, maka periode dari grafik yang dihasilkan akan berubah, semakin besar 

nilai 𝑛 (𝑛 → ∞) yang diberikan, maka solusi yang dihasilkan akan mendekati solusi yang 

sebenarnya. 

 

4 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan yang diperoleh, maka dapat disimpulkan 

bahwa: 

1. Model siklus bisnis Kaldor merupakan suatu sistem persamaan diferensial yang terdiri 

dari dua persamaan diferensial non linear. Dengan menggunakan pendekatan fungsi 

logistik dan fungsi logaritma produksi sebagai representasi dari fungsi non linear, maka 

model tersebut dapat modifikasi kedalam bentuk yang lebih kompleks sebagai berikut: 

𝑦̇(𝑡) = 𝑎 [
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒
−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))

− (𝑠0 + 𝑠1𝑦(𝑡))] 

𝑘̇(𝑡)

=
𝑎𝑖0

𝑏𝑖0 + (𝑎 − 𝑏𝑖0)𝑒−𝑎(𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡))
𝑒𝑦(𝑡)−𝑘(𝑡)

− 𝛿 
2. Dari hasil analisis dinamik model Kaldor diperoleh, diperoleh titik kesetimbangan untuk 

sistem tersebut. Jika dipilih nilai untuk parameter 𝑎 = 2, 𝑏 = 8,  𝑖0 =
1

8
, 𝑠0 = 0.2,

𝑠1 = 0.05, 𝛿 = 0.1,  maka akan diperoleh tiga titik kesetimbangan yaitu: 

𝐸1(𝑦, 𝑘) = (−1.7705 , −1,6619) 

𝐸2(𝑦, 𝑘) = (−5.1147 − 2.7799 I , −4.7109 − 4.73208 I) 

𝐸3(𝑦, 𝑘) = (−5.1147 + 2.7799 I , −4.7109 + 4.73208 I) 

Masing-masing tidak stabil dan spiral stabil 

3. Dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat dan jika dipilih nilai parameter 

𝑎 = 2, 𝑏 = 8,   𝑖0 =
1

8
, 𝑠0 = 0.2,   𝑠1 = 0.05, dan  𝛿 = 0.1  pada interval 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 , 

diperoleh solusi dari model tersebut seperti yang ditampilkan pada tabel 1. Solusi ini 

diperoleh dengan mengambil panjang langkah 0.2. Dalam interval waktu (t) yang sama, 

jika panjang langkahnya dibuat semakin kecil, maka solusi dari model akan mendekati 

solusi yang sebenarnya. 
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