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ABSTRAK

Belakangan ini, studi mengenai indeks molekul kimia yang dihungkan dengan teori graf menjadi
salah satu topik penelitian yang menarik. Dalam studi graf kimia terdapat ukuran-ukuran yang dikenal
sebagai indeks topologi yang digunakan untuk menganalisis struktur serta sifat-sifat molekul. Salah
satunya adalah indeks Sombor, indeks Sombor tereduksi, dan indeks Sombor rata-rata. Fokus utama
penelitian ini adalah untuk mencari rumus umum dari indeks Sombor, indeks Sombor tereduksi dan
indeks Sombor rata-rata pada graf non-koprima dari grup dihedral, hal ini diharapkan dapat memberikan
kontribusi pada pengembangan teori graf dan aplikasinya dalam berbagai bidang ilmu pengetahuan yang
memanfaatkan teori graf dan indeks topologi.

Kata Kunci: indeks topologi molekul; indeks Sombor; grup dihedral

ABSTRACT

Recently, the study of molecular representation linked to graph theory has become an intriguing
research topic. In chemical graph studies, measures known as topological indices are used to analyze
the structure and properties of molecules. Among these indices are the Sombor index, the reduced
Sombor index, and the average Sombor index. The main focus of this research is to derive general
formulas for the Sombor index, the reduced Sombor index, and the average Sombor index on the non-
coprime graph of the dihedral group. This is expected to contribute to the development of graph theory
and its applications in various scientific fields that utilize graph theory and topological indices.
Keywords: molecular topological indixed; Sombor index, dihedral group

1 Pendahuluan

Belakangan ini, studi mengenai teori graf sangat menarik perhatian para peneliti di
berbagai bidang, seperti bidang matematika dan sains. Meski topik tentang teori graf adalah
salah satu topik yang telah ada sejak abad ke-17, namun penelitian mengenai teori graf masih
sangat diminati sampai dengan saat ini, karena kegunaannya yang dapat direpresentasikan pada
objek-objek diskrit dan keterhubungan antara satu objek dengan objek yang lainnya [3].

Dalam bidang matematika, teori graf dapat digunakan untuk merepresentasikan berbagai
sistem matematika, seperti grup, ring, dan modul. Beberapa contoh graf yang dapat
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direpresentasikan dalam konteks grup antara lain graf non-koprima dari grup bilangan bulat
modulo serta graf non-koprima pada grup dihedral, graf koprima dari grup bilangan bulat
modulo, dan lain sebagainya [8], [9], [10]. Selain itu, teori graf juga memiliki kaitan erat dengan
indeks topologi molekul.

Indeks topologi adalah bagian dari struktur aljabar yang digunakan untuk mengukur
berbagai karakteristik graf, seperti jarak antar simpul dan kerapatan, serta sifat-sifat khusus
lainnya. Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bagaimana keterhubungan antara struktur
matematika dalam teori graf dengan indeks topologinya. Adapun indeks topologi yang yang
biasa kita kenal yaitu indeks Wiener, indeks Zagreb, indeks Randi¢, indeks Harary, indeks
Szeged, dan indeks Sombor [11].

Salah satu indeks topologi yang memiliki peran yang sangat penting dalam bidang kimia
yaitu indeks Sombor. Indeks Sombor dalam kimia digunakan untuk memprediksi sifat fisio-
kimia [7], dan pada studi tentang QSAR/QSPR indeks Sombor digunakan untuk mengukur
informasi struktural dari graf kimia dan jaringan kompleks [6]. Pada matematika indeks
Sombor digunakan pada graf nilpotent di gelanggang bilangan bulat modulo [5], graf koprima
pada grup quternion yang diperumum [2], hingga graf koprima pada grup dihedral [12]. Hal
inilah yang menjadikan penulis termotivasi untuk mengangkat topik ini dan mendapatkan
rumus umum dari keterhubungan antara indeks Sombor, indeks Sombor tereduksi, dan indeks
Sombor rata-rata pada graf non-koprima dari grup dihedral. Hasil ini diharapkan dapat
meningkatkan pengetahuan dan dapat memberikan kontribusi penting terhadap perkembangan
ilmu pengetahuan.

2 Tinjauan Pustaka

Berdasar pada latar belakang tersebut, upaya dalam menemukan rumus umum dari indeks
Sombor pada graf non-koprima dari grup dihedral adalah topik yang menarik untuk diteliti.
Indeks Sombor memerankan peran yang sangat penting dalam analisis karakterisik graf
khususnya dalam graf non-koprima pada grup dihedral. Adapun dalam penyelesaiannya
dibutuhkan beberapa terminologi dasar yang relevan yang mencakup definisi dari grup
dihedral, graf non-koprima, dan definisi dari indeks sombor itu sendiri.

Definisi 2.1 [1] Grup H, disebut grup dihedral dengan orde 2n,n > 3 dan n € N adalah grup
bi-siklik dengan pembangun a, b € H dengan

H = {(a,b|la™ = e, b?> =e,bab™! = a™1).

Grup dihedral dengan orde 2n dinotasikan dengan D,,. Semua anggota himpunan grup
dihedral dapat didaftarkan seperti D,, = {e,a,a?,...,a" 1, b,ab,a?b,...,a" b} dengan a
disebut sebagai elemen rotasi dan b disebut sebagai elemen refleksi.

Pada penelitian ini, graf non-koprima digunakan untuk melihat hubungan antara elemen-
elemen dalam suatu grup berdasarkan sifat divisibilitasnya, sehingga kita dapat lebih mudah
memahami pola dan struktur dalam grup tersebut. Graf non-koprima dari suatu grup sebarang
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2 [4] Graf non-koprima dari grup H, yang dinotasikan dengan Iy, adalah graf dengan
simpul-simpul yang terdiri dari H = H — {e}, dan dua simpul yang berbeda u,v € H saling
berhubungan jika dan hanya jika gcd(|ul, |v|) # 1.

Sebuah penelitian sebelumnya dinyatakan bahwa graf non-koprima yang merupakan
representasi dari grup dihedral dengan orde 2n merupakan suatu graf terhubung yang
mengandung graf lengkap dan graf lengkap tak terhubung. Fakta ini dinyatakan pada teorema-
teorema berikut.
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Teorema 2.1 [10] Diberikan grup dihedral D,,, dengan n = 2* untuk suatu k € N, maka Ip,,
merupakan sebuah graf lengkap.

Conton 2.1 Graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup dihedral Dg diberikan
oleh Tabel 2.1 dan Gambar 2.1 yang menunjukkan bentuk graf adalah graf lengkap K.

Tabel 2.1 Orde dari Iy,

Flemen Orde

a 4

[NCTREN N TR N T O N L

N ) (B
Gambear 2.1 Graf non-koprima dari grup dihedral Dg (Tp,)

Teorema 2.2 [10] Diberikan grup dihedral D,, dengan n = p* untuk suatu k € N dan p
merupakan bilangan prima ganjil. Diperoleh I'p, dapat terdiri dari dua subgraf lengkap yang
tak terhubung.

Dari Teorema 2.2 kita ketahui bahwa setiap elemen rotasi pada graf dihedral D,,
bertetangga dengan elemen rotasi lainnya, setiap elemen refleksi pada graf dihedral D,,
bertetangga dengan elemen refleksi lainnya, namun elemen rotasi dan elemen refleksi pada graf
dihedral D,,, tidak bertetangga satu dengan yang lainnya. Oleh karena itu, E dapat dipartisi
menjadi dua graf lengkap yang tak terhubung. Untuk mengilustrasikan permasalahan tersebut,
lihatlah gambar berikut.
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Gambar 2.2 (a) Graf lengkap yang memuat elemen rotasi
(b) Graf lengkap yang memuat elemen refleksi

Untuk mempermudah pemahaman, berikut diberikan contoh sederhana untuk
mengilustrasikan Teorema 2.2.

Contoh 2.2 Graf non-koprima dari grup dihedral D, diberikan oleh Tabel 2.2 dan Gambar 2.3
yang menunjukkan bentuk graf non-koprima dari grup dihedral D;, adalah kombinasi dari dua
graf lengkap K, U Ks.

Tabel 2.2 Orde dari E

Flemen Orde

a
a’
a3
a*
b

ab
a’b
a3b

a*b
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Gambar 2.3 Graf non-koprima dari grup dihedral Dy, (T;o)

Dalam penelitian ini, diperlukan pemahaman mendalam mengenai indeks Sombor,
indeks Sombor tereduksi, dan indeks Sombor rata-rata. Berikut adalah masing-masing definisi
indeks tersebut.
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Definisi 2.3 [5] Diberikan graf H dengan himpunan simpul V(H) dan himpunan sisi E(H).
Indeks Sombor dari H yang dinotasikan dengan SO (H) adalah sebagai berikut.

SO(H) = z \/deg(u)z + deg(v)?,

(u,v)EE(H)
dengan deg (u) dan deg (v) adalah derajat dari simpul u dan v.

Definisi 2.4 [12] Diberikan graf H dengan himpunan simpul V (H) dan himpunan sisi E(H).
Indeks Sombor tereduksi dari H yang dinotasikan dengan SO,.4(H) adalah sebagai berikut.

SOreat) = ) [(degl) = D7 + (deg(®) — 1%

(u,v)EE(H)

Definisi 2.5 [2] Misalkan diberikan graf H dengan himpunan simpul V (H) dan himpunan sisi
E(H). Indeks Sombor rata-rata dari H yang dinotasikan dengan SO,,,(H) diberikan pada
teorema berikut.

2 2

SOpea(t) = ) j(deg(u)—%’") + (deg) - 27,
(u,v)EE(H)

dengan m menyatakan jumlah sisi dan n menyatakan jumlah simpul.
3 Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, diperoleh indeks Sombor, indeks Sombor tereduksi, dan indeks Sombor
rata-rata dari graf non-koprima pada grup dihedral orde n = 2% dan n = p* berturut-turut
diberikan pada teorema berikut..

Teorema 3.1 Misalkan diberikan graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup
dihedral D, (Tp,.) dengan n = 2¥ untuk suatu k € N, maka indeks Sombor dari Tp, |
dinotasikan dengan S O(E), adalah

S0(Tp,.) = (n— 1)(2n— 1)(2n — 2)V2.
BUKTI. Berdasarkan Teorema 2.1 E merupakan graf lengkap K,,_,, maka Vx € V(E),
derajat dari x adalah deg(x) = 2n — 2. Selanjutnya banyak sisi yang terbentuk dari I';, adalah

=1y Sehingga indeks Sombor dari graf non-koprima pada grup dihedral
2
2n—1
so(Tp,,) = ( 5 )J(Zn —2)2 4+ (2n — 2)2
_@n-1)(Cn-

> 2) J2(2n - 2)2
=m-D2n-1D2n-2)V2. =

Teorema 3.2 Misalkan diberikan graf non-koprima dari grup dihedral D,,, (F DZn) dengann =

2% untuk suatu k € N, maka indeks Sombor tereduksi dari Ip,,, dinotasikan dengan S O(FDZH),
adalah

2n -1 - 1)2n - 3)V2.
BUKTI. Serupa dengan bukti pada Teorema 3.1. Indeks Sombor tereduksi dari graf non-koprima
pada grup dihedral adalah

2n—1 2 2
SOred(FDzn):< nz )\/((Zn—Z)—l) +((2n-2)-1)
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_@n-1)2n-2)

; J2(2n = 3)2

=C2n-1)Mn-1)2n-3)2.m

Teorema 3.3 Misalkan diberiklan graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup
dihedral D5, (F DZn) dengann = 2¥ untuk suatu k € N, maka indeks Sombor rata-rata dari Ip,.»
dinotasikan dengan S O(FDZn) adalah

2n—-1)(n-1) ((Zn —-2)—

(2n — 1)n(2n - 2)) 7

BUKTI. Serupa dengan bukti pada Teorema 3.1, diperoleh m = @n-Dn-2)

W. Dengan demikian, Indeks Sombor rata-rata dari graf non-koprima pada grup

dihedral adalah

SO“W(FDzn) _ <2n2— 1) j((zn -2)- 2?m> + ((Zn -2)— 27m>

_@n-1@2n-2) ((Zn - 22n—1)(2n — 2)) .\ ((Zn _y_ 22n—1)(2n — 2))

. m
sehingga —=

2 2n 2n

2.n

=@2n-Dn-1) ((Zn P Ci 1)11(2" - 2)> Jz

Teorema 3.4 Misalkan diberikan graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup
dihedral D,,, (FDZn) dengan n = p* untuk suatu k € N, dan p adalah bilangan prima ganjil,
maka indeks Sombor dari Iy, , dinotasikan dengan S O(FDZn)’ adalah

SO(FDZH) _ n—-1Dn- 2;2 +n(n — 1)? 73

BUKTI. Berdasarkan Teorema 2.2 Iy, terpartisi menjadi dua subgraf lengkap yang tak

terhubung. Akibatnya simpul pada E dapat dipartisi menjadi dua himpunan simpul. Misalkan
V, ={a,a%d3,...,a" '} dan V, ={b,ab,a’b,a®b,...,a" 1bh}, dengan V; merupakan
kumpulan elemen rotasi dan V, merupakan kumpulan elemen refleksi. Karena V; membentuk
subgraf lengkap, maka deg(u;) =n —2,u; € V; dengan i = 1,2,...,n — 1. Dan karena V,
membentuk subgraf lengkap, maka deg(v;)=n-—-1,v;€V, dengan i=1,2,..,n.
Berdasarkan Definisi 2.3 indeks Sombor dari Iy, sebagai berikut.

So(Tp,, ) = z Jdeg(u)? + deg(v)?

(u,v)eE(FDZn)
= z \/deg(ui)z + deg(uj)2 + z \/deg(vi)z + deg(vj)2 .
(ui,uj)eE(FDZH) (Ul',Uj )EE(FDZn)
ujUjEVy Vi, Vi€V,
i,j=1,2,.,n—1 i,j=1,2,.,n
i#j i#j

)(n-2)

Karena |V;| = n — 1, artinya terdapat (n—12 sisi. Dengan demikian, diperoleh
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n—1)(n—-2)
2

\/deg(ui)z + deg(uj)2 = ( \/(n —2)2+ (n—2)?

(wiuj)€E(Tp,y, )

UpujEVy
ij=12,.n-1
i%]
n—1)(n—2)>
o2,
Karena |V,| = n, artinya ada n Gisi sedemikian sehingga diperoleh
nn—1
\/deg(vl-)z + deg(vj)2 = (T)\/(n -1)2+(n—1)2
(vivj )EE(TD,y )
V,VjEV,
i,j=1,2,..,n
i#j
n(n — 1)?
-1,

Akibatnya diperoleh rumus umum dari indeks Sombor dari 'y, _adalah

SO(E) = z \/deg(ui)z + deg(uj)2 + z \/deg(vi)z + deg(vj)2

(ui,uj)EE(FDZH ) (vi,v}- )EE(FDZn )
UupujeVy Vi, VjEV,
i,j=1,2,.,n—-1 i,j=1,2,..,n
i#j i#j

(n—1)(n— 2)?

n(n — 1)?
> V2+————2

_n(n-1) +(721— 1)(71—2)2\/2.

Teorema 3.5 Jika diberikan graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup dihedral

D,, (E) dengan n = p* untuk suatu k € N, dan p merupakan bilangan prima ganjil maka

indeks Sombor tereduksi dari T, , dinotasikan dengan SO(Tp, ), adalah
nmn-1Dn-2)(n-3)+nn—1)(n—-2) N

2
BUKTI. Serupa dengan bukti pada Teorema 3.4. Indeks Sombor tereduksi dari graf non-koprima

pada grup dihedral orde 2n adalah
SOrea(To) = ) /(deglw) — D7 + (deg(®) — D?

(u,v)eE(FDZn)

- Z \/ (deg(u;) — 1)2 + (deg(w) — 1)°

(upuj)€E(Tpy,, )

u;ujeVy
i,j=12,...n—1
i#]
2
+ z \/(deg(vi) -1+ (deg(vj) — 1)

(viv; )€E(Tpy, )

Vi, VjEV,

i,j=12,.,n
i#j
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—-1Dn-2 2 2
_ )2(" )\/((n—Z)—l) +((n-2)-1)

+"(TLT_1)\/((11—1)—1)2+((n—1)—1)2
= (n—1)2(n—2)(n_3)\/§+n(nT—1)(n_2)\/§
:(n—1)(71—2)(11—3)-&-11(71—1)(71—2)\/E .

2

Teorema 3.6 Jika diberikan graf non-koprima yang merupakan representasi dari grup dihedral
D,, (FDZn) dengan n = p* untuk suatu k € N, dan p merupakan bilangan prima ganjil maka
indeks Sombor rata-rata dari I'p, , dinotasikan dengan SO (FD Zn), adalah

((n —D(n-2) (n(n —2)—2(n— 1)2> s n(n—1) (n(n —1)—2(n-— DZ))@

2 n 2 n

BUKTI. Serupa dengan bukti pada Teorema 3.4. Misalkan m, adalah banyak sisi yang terbentuk
dari kumpulan elemen rotasi (V;) dan m, adalah banyak sisi yang terbentuk dari kumpulan
elemen refleksi (V,) diperoleh banyak sisi dari I, ~ adalah m =m; + m, = (n — 1)?

(n—1)2
n

sehingga % = . Akibatnya diperoleh indeks Sombor rata-rata dari graf non-koprima pada

grup dihedral adalah

SOavr(E) = Z \[(deg(u) _ ZTm)Z + (deg(v) — 2?"1)2

(u,v)eE(FDZn)

= \[ deg(u ) — —) (deg(u ) - —)

(ul u])EE(l"DZn
upujeVy
i,j=1,2,..,n—1
i#]j

+ \[ deg(v ) — —) <deg(v ) - —)

(vl vj )EE(FDZn
Vi, VjEV,
i,j=1,2,..,n
i#j

(n—l)(n—Z)j z(n—1>2>2+(n—z——2("‘1)2>2
n
+<_1>j(_1u> +(1u>
2 n n

((n —1(n-2) 2(n —1)2
(e=teeny, ;oo

+n<n_—1>(n_1_m>>ﬁ
2 n

2

2
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2 n
s n(n—1) (n(n —1)—-2(n- 1)2>> G

B ((n —1(n-2) (n(n —2)—2(n- 1)2>

2 n

4 Kesimpulan

Sebagai kesimpulan, rumus umum untuk indeks Sombor, indeks Sombor tereduksi, dan
indeks Sombor rata-rata telah berhasil diperoleh untuk graf non-koprime yang dikaitkan dengan
grup dihedral D,,,, dimana n merupakan bilangan asli berupa prima berpangkat.
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