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ABSTRAK

Suatu bilangan bulat p —adic merupakan deret yang berbentuk a = 2, a; ptdengan 0 < a; <p —
1. Himpunan semua bilangan bulat p —adic dinotasikan Z,. Salah satu sifat khusus Z, adalah
bahwa (Z,, +,7) merupakan ring komutatif dengan elemen kesatuan. Secara khusus, dalam
penelitian ini akan dibuktikan bahwa ring Z,, merupakan daerah integral. Lebih lanjut, akan
diselidiki bentuk elemen unit dan bentuk ideal di dalam ring Z,,.

Kata Kunci: bilangan bulat p —adic, ring bilangan bulat p —adic, bilangan bulat

ABSTRACT

A p —adic integer is a formal series of a = Y2, a; p* where 0 < a; < p — 1 where the set of all
p —adic numbers is denoted as Z,. One of particular property of Z, is (Z,,+,) is a
commutative ring with identity element. In particular, in this research, we will prove that ring
Z,, is an integral domain. Furthermore, we will investigate the form of unit element and also
the form of all ideals in ring Z,,.

Keywords: p —adic integers, ring of p —adic integers, integers

1 Pendahuluan

Struktur aljabar merupakan salah satu kajian dalam bidang aljabar yang melibatkan suatu
himpunan tak kosong, operasi biner, dan sifat yang berlaku di dalamnya. Salah struktur aljabar
yang sering dikaji adalah ring yang mencakup himpunan tak kosong serta dua operasi biner
penjumlahan (+) dan perkalian (-). Dalam penelitian ini, secara khusus akan dibahas ring
bilangan bulat p-adic yang termotivasi dari sifat suatu bilangan bulat. Konsep bilangan p-adic
diperkenalkan oleh Kurt Hensel pada tahun 1897 [1].

Diketahui bahwa setiap bilangan bulat positif dapat dinyatakan sebagai bilangan basis 10
yaitu a = ag + a;10 + a,10? + a3103 + --- + a,,10™. Sebagai contoh, 2134 = 4 + 3.10 +
1.102% + 2.103. Secara umum, setiap bilangan bulat positif dapat dinyatakan sebagai deret a =
¥ ,a; 10t dengan 0 < a; < 10 — 1 [2]. Hal ini memotivasi suatu bilangan dengan basis p
untuk suatu bilangan prima p yang disebut bilangan bulat p-adic (p-adic integers) [3]. (Suatu
bilangan bulat p-adic merupakan deret yang berbentuk a = Y52 ,a; p‘ dengan 0 < a; < p — 1.
Himpunan semua bilangan bulat p-adic selanjutnya dinotasikan dengan Z,.
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Selanjutnya pada himpunan Z,, didefinisikan operasi biner penjumlahan dan perkalian,
yaitua+b =32 c;p' €Ly dana-b =32 d;p' € Z, untuk setiap a, b € Z,. Himpunan
(Z,, +,7) merupakan ring yang disebut dengan ring bilangan bulat p-adic (ring of p-adic
integers) [3]. Secara khusus, ring Z, merupakan merupakan ring komutatif dengan elemen
kesatuan 1 = 1 + Op + Op? + Op3 + ---.

Dalam teori ring, dikenal beberapa ring komutatif dengan elemen kesatuan yang lebih
khusus di antaranya lapangan. Dalam struktur himpunan Z,, diketahui bahwa p = 0 + 1p +

0p® + Op?® + -+~ bukan unit yang berarti ring Z,, tidak memenuhi syarat sebagai lapangan. Hal

ini kemudian memunculkan dua pertanyaan, yaitu (1) struktur ring khusus apa yang dipenuhi
oleh ring Z,,? (2) bagaimana bentuk elemen unit di dalam ring Z,?.

Dalam penelitian akan dibahas sifat-sifat ring bilangan bulat p —adic Z,,. Selanjutnya, akan
diselidiki struktur ring khusus yang dipenuhi oleh ring Z,. Lebih lanjut, dalam penelitian ini
juga akan diselidiki sifat-sifat khusus dalam ring Z, di antaranya mencakup elemen unit dan
bentuk ideal di ring Z,,.

Perlu dijelaskan dalam penelitian ini, notasi Z,, tidak merujuk pada ring bilangan bulat
modulo p.

2 Tinjauan Pustaka

Pada bagian ini akan diberikan beberapa dasar teori yang menunjang penelitian ini yang
meliputi daerah integral, daerah ideal utama, beserta sifat-sifat dasar di dalamnya.

Definisi 2.1.[4] Ring komutatif dengan elemen kesatuan R disebut daerah integral apabila R
tidak memuat pembagi nol, yaitu untuk setiap a, b € R berlaku ab = 0 jika dan hanya jika a =
0 atau b = 0.

Definisi 2.2.[4] Daerah integral R disebut daerah ideal utama jika setiap ideal I di R merupakan
ideal utama, yakni dibangun oleh satu elemen, yaitu I = (a) untuk suatu a € R.

Definisi.2.3.[4] Diberikan ring komutatif dengan elemen kesatuan R dengan a, b € R.

a. Elemen a dikatakan membagi b, dinotasikan dengan a|b, jika b = ca untuk
suatu ¢ € R;

b. Elemen a disebut elemen prima jika untuk setiap b, c € R dengan sifat a|bc
maka berakibat a|b atau alc.

Definisi 2.4.[4] Ideal sejati P di ring R disebut ideal prima jika untuk setiap dua ideal A dan B
di R dengan AB < P berakibat A € P atau B < P.

Definisi 2.5.[4]- Ideal sejati M di ring R disebut ideal maksimal jika tidak ada ideal I di R
sedemikian sehingga M c I c R.

Teorema. 2.6.[4] Misalkan R daerah integral. Elemen a € R dengan a # 0 disebut elemen
prima jika dan hanya jika (a) merupakan ideal prima di R.

Teorema 2.7 [4] Jika R merupakan daerah ideal utama dan I merupakan ideal tak nol di R,
maka berlaku I merupakan ideal prima jika dan hanya jika I merupakan ideal maksimal.

3 Hasil dan Pembahasan
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Pada bagian ini akan dijelaskan ring bilangan bulat p-adic namun sebelumnya diberikan terlebih
dahulu konsep bilangan bulat p-adic.

Definisi 3.1.[3] Diberikan bilangan prima p. Suatu bilangan bulat p —adic merupakan deret
yang berbentuk

a= z a; pt
i=0
dengan 0 <a; <p—1. Secara khusus, dua bilangan p —adic a =¥ a;p' dan b =
¥, b; p* dikatakan sama, yaitu a = b jika a; = b; untuk setiap i = 0,1,2, ....

Contoh 3.2. Diberikan bilangan prima p = 3. Deret x =2 +23+2.32+--dan y =1+
0.3 + 0.32% + --- merupakan bilangan bulat 3 —adic.

Himpunan semua bilangan bulat p —adic dinotasikan sebagai Z,, yaitu

Zp={2aipi|0SaiSp—1}.

Selanjutnya didefinisikan operasi penlju?nlahan dan perkalian pada Z, sebagai
+:Zy X L, > L,
dan
"1 Ly X Ly o Ly
yaitua+b =Y a; p' + X2 bip' = X2 ¢; p* untuk setiap a, b € Z,, yakni
_( a;+b;modp, 0<a_1+b_1<p-—-1
‘= {(1 + (a; + b; mod p))mod p, ai_1+bi_1=p
dengan ¢y = ag + by mod p. Untuk a-b = Y2 a;p' Y52, b; p yaitu
l

a'b= zz akbi_kpi.

i=0 k=0
Selanjutnya, diberikan contoh penjumlahan dan perkalian dua bilangan p-adic sebagai berikut.

Contoh 3.3. Diberikan p =3 dengan x =2+ 23+ 2.32+2.33+--dany =2+ 13+
1.32 + 1.33 + ---. Diperoleh
x+y=0Q2+23+232+2.33+--)+(2+13+1.32+1.33+-)
=4+33+3.32+3.33+ -
=1+ (1+0mod3).3+ (1+0mod3).32+ (1 + 0mod 3).33 + -
=14+13+1.32+1.33+1.3%+ -

dan
x'y=0Q2+23+2.324+4233+-)-(2+134+1.32+1.33+-)
=22)+214+22).3+21+21+22).32+21+21+21+22).33+-
=4+4+63+8.32+10.3%3 + -
=1+13+132+13%+--
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa (Z,, +,") merupakan ring.

Teorema 3.4. [3] Himpunan (Z,, +,) merupakan ring komutatif dengan elemen kesatuan.
BUKTI. Dengan menggunakan sifat penjumlahan dan perkalian di Z, didapatkan
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1. (Z,,+) asosiatif dan komutatif serta memiliki elemen netral, yaitu 0 = 0 + Op + Op® +
0p3 + -
2. (Zp,) asosiatif dan komutatif dan memiliki elemen kesatuan, yaitu 1 =1+ Op +
0p? + 0p3 + -+
3. (Zy,+,) distributif kanan dan Kiri.
Oleh karena itu, hanya perlu ditunjukkan setiap elemen pada Z, memiliki invers terhadap
operasi penjumlahan.
Diambil sebarang a = ao + a;p + a, p* + azp® + - € Z,,. Selanjutnya dibentuk suatu
bilangan p-adic yaitub = ¥ ,(p — 1 — a;)p'dan1 =1+ 0.p + 0.p* + 0.p> + ---. Diperoleh,
a+b+1 =(@+ap+ap’+ap’+-)+((@p-1-a)+@P-1—a)p+
(p—1-a)p*+(@—-1-a))p*+-)+1+0.p+0.p> +0.p> + -
=0+0.p+0.p2+0.p3 + ---.

Artinya, b + 1 merupakan invers dari a terhadap operasi penjumlahan. Dengan demikian,
didapatkan (Z,, +,-) merupakan ring komutatif dengan elemen kesatuan.

Diketahui bahwa setiap bilangan bulat positif a € Z dapat dinyatakan sebagai jumlahan
berhingga a = ao + a;p + a, p? + --- + a,p™. Dengan kata lain, setiap bilangan bulat positif
merupakan bilangan bulat p —adic. Selanjutnya akan diberikan sifat terkait hubungan antara
ring Z, dan Z dalam Lema 3.5.

Lema 3.5.[3] Ring Z dapat disisipkan pada ring bilangan bulat p-adic Z,.
BUKTI. Diberikan ring Z dan Z,. Dalam hal ini akan ditunjukkan bahwa terdapat
monomorfisma ring dari Z ke Z,. Diambil sebarang a € Z dengan a = 0 dengan a = a, +
a,p + a, p*a, p? + - +a,p". Dibentuk fungsi
QL — Ly
ara=ayg+ap+a;p*+-+a,p"

—a'->1+Z(p—1—ai)p"
=0

dengan 1 =1+0.p + 0.p%> + 0.p> +---. Jelas bahwa ¢ merupakan homomorfisma dengan
menggunakan sifat penjumlahan dan perkalian pada ring Z dan Z,,. Oleh karena itu hanya perlu
ditunjukkan ¢ merupakan fungsi injektif. Diambil sebarang x € ker(¢), yaitu ¢(x) =0 +
0.p + 0.p% + 0.p3 + ---. Jadi, x = 0 yang berarti ker(¢) = 0. Dengan menggunakan sifat
homomorfisma ring, dapat disimpulkan bahwa ¢ merupakan monomorfisma.

Ring (Z,, +,") kemudian disebut sebagai ring bilangan bulat p-adic. Selanjutnya akan diberikan
contoh bentuk elemen di Z,, yang merupakan unit maupun bukan elemen unit.

Contoh 3.6. Diberikan ring bilangan bulat 3-adic Z5.
(1) Bilangan 3-adic a = 2 merupakan unit dengan a = (2+ 1.3 +1.32 +1.33 +-.)

yaitu

22+13+1.32+1.334+-+) =4+4+23+2.32+2.33+-
=1+13+23+2.32+2.33+-
=1+03+1.324+2.32+2.3%+-
=14+03+0.32+1.33+2.33+
=14+03+0.32+0.3% + .
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(2) Bilangan 3-adic 3 = 0 + 1.3 + 0.32 + 0.33 + --- bukan elemen unit. Diambil sebarang
bilangan 3-adic d = dy + d;.3 + d, .3% + d3.3% + --- € Z, diperoleh 3d = d,.3 +
d;.3% +d; .3% + d3.3* + - sehingga 3d # 1. Dengan Kata lain, 3 bukan unit di Z,,.

Berdasarkan contoh di atas, diketahui bahwa tidak semua elemen tak nol di Z,, merupakan unit.
Selanjutnya, akan diberikan sifat terkait bentuk elemen unit dalam ring Z,, pada Lema 3.7.

Lema 3.7.[5] Suatu bilangan p-adic a = Y2, a; p* merupakan unit jika dan hanya jika a, # 0.
BUKTI. Diberikan bilangan p-adic a = 2, a; p".
(=) Diketahui a merupakan unit di Z,,. Akan ditunjukkan bahwa a, # 0. Dibentuk suatu fungsi
¢: L, — L[pZL
dengan ¢(a) = a, mod p untuk setiap a € Z,. Perhatikan bahwa
p(a+b) = (ay+ by) modp
dan
¢(ab) = aghy, mod p

sehingga berlaku ¢ merupakan homomorfisma ring. Perhatikan juga bahwa ¢(1) =
@(1+ 0p + 0p% + 0p3 + ---) = 1 mod p. Akibatnya berlaku ¢(a) = a, mod p merupakan
unit di Z/pZ. Dengan kata lain, a, # 0.
(<) Diketahui ay # 0. Akan dibuktikan bahwa a = Y2, a; p* merupakan unit. Diperhatikan
bahwa a, # 0 sehingga terdapat b, sedemikan sehingga a,b, = 1 mod p yang berarti a,b, =
1 4 np untuk suatu n € Z. Dengan kata lain, a, = b, * € Z/pZ. Perhatikan juga bahwa
a=ay+ap+a,p*+apd+--=ay+pd
dengan § = a; + a, p + azp? + ---. Jadi,
aby = (ag + pbd)by = agby + bydp =1+ np + bydp =1+ tp
Untuk suatu t = n + by6 € Z,. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 1 + tp merupakan unit
di Z,. Dibentuk bilangan p-adic n=1—tp + (tp)* — (tp)* + (tp)* —---) sehingga
diperoleh
(1+tp)n=1.
Hal ini berarti 1 + tp merupakan unit di Z,,. Akibanya, ab,(1 + tp)~' = 1 sehinggaa™" =
bo(1 + tp)~*. Dengan kata lain, a = Y2, a; p* merupakan unit.

Teorema 3.8. Diberikan ring Z,. Bilangan p-adic p = 0 + 1p + Op? 4 0p* + --- merupakan
elemen prima di Z,.

BUKTI. Misalkan a, b € Z, dengan a = ao + a;p + a, p* + azp® + - dan b = by + byp +
b, p? + byp® + --- dan sedemikian sehingga p|ab. Diperhatikan bahwa ab = ayby + (agb; +
a,bo)p + (apgh, + a;by + ayby) p? + --- yang berarti plagh,. Karena 0 < a, <p — 1 dan
0 < by < p — 1, diperoleh a, = 0 atau by = 0. Jadi, a = a;p + a, p? + azp3 + -+ atau b =
b,p + b, p? + byp® + ---. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa p|a atau p|b. Dengan
kata lain, p merupakan elemen prima di Z,,.

Teorema 3.9 [6] Setiap bilangan bulat p-adic 0 # a € Z,, dapat dinyatakan secara tunggal
sebagai & = p™y untuk suatu n € {0,1,2, ...} dan y suatu unit di Z,.
BUKTI. Diambil sebarang a € Z,, dengan a = ay + a;p + a, p* + azp® + ---. Misalkan n

merupakan indeks terkecil sedemikian sehingga a, # 0. Jadi, a = a, p™ + a,.p"t +
Api2p™? .. = p™(ay + Ape1p + anyop? + ). Diperhatikan bahwa a, # 0, sehingga
berdasarkan Lema 3.7., diperoleh y = a,, + a,1p + an42p? + -+ merupakan unit.

Selanjutnya akan ditunjukkan ketunggalan @ = p™y . Misalkan
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a = pn(an + apy1p + an+2p2 + )
dan

a = pm(alm + a,m+1p + a,m+2p2 + )

Berdasarkan definisi kesamaan dua bilangan bulat p-adic, didapatkan m = n dan a; = a’;
untuk setiap i.

Akibat 3.10. Ring bilangan bulat p-adic Z,, merupakan daerah integral.

BUKTI. Diketahui bahwa Z, merupakan ring komutatif dengan elemen kesatuan. Akan
ditunjukkan bahwa Z,, merupakan daerah integral, yaitu untuk setiap a, § € Z, dengan a # 0
dan B # 0 berlaku af # 0. Berdasarkan Teorema 3.9., diperoleh a = p™(a, + ap+1p +
Apiop% +--)dan B = p™(a', + @' ppy1P + @' paap? + +++) dengan a,,, a’,, # 0. Oleh karena
itu, didapatkan af = p™ " (cpen + Cmans1P +---) dengan ¢ = apa’, # 0. Hal ini
mengakibatkan, af # 0. Terbukti, Z, merupakan daerah integral.

Diketahui bahwa setiap bilangan bulat p-adic 0 # @ = a,, + an1p + ans2p* + -+ € Z, dapat
dinyatakan secara tunggal sebagai @« = p™y dengan n merupakan indeks terkecil sedemikian
sehingga a,, # 0. Hal ini kemudian memunculkan pendefinisian suatu fungsi, yaitu

Oy: T,y — .
dengan
_(n, jikaa = p™y
Op(a@) = {00, jikaa =0

Fungsi tersebut kemudian memotivasi definisi order p-adic dari suatu a € Z,, yang diberikan
pada definisi di bawah ini.

Definisi 3.11. Diberikan suatu bilangan bulat p-adic a € Z,. Order p-adic dari @ merupakan
Y, (a) = ndengan a = p"y.

Contoh 3.12. Untuk bilangan 5-adic 7 = 1 + 2.5 + 0.5% + -+, didapatkan 95(7) = 0.

Selanjutnya akan beberapa sifat yang berlaku pada order p-adic dari suatu a € Z, disajikan
pada Lema berikut.

Lema 3.13.[7] Diberikan bilangan bulat p-adic a, 8 € Z,. Berlaku

(1) Ip(aB) = 9, (a) + 9, (B);

(2) 9,(a + B) = min{9,(a),9,(B)}.
Bukti. Diketahui p prima. Diambil sebarang a, b, c,d € Z. Misalkan 9,(a) = m,9,(f) =n
dan 9, (af) = q. Artinya, a = p™y dan § = p™é untuk suatu unity,§ € Z,.

(1) Diperhatikan bahwa a = p™y = p"™(amm + Ame1P + Amaap? ++) dan B =
p"(a'y, +a'pp+ayp?+--) dengan a,,,a’, #0. Oleh Kkarena itu,
didapatkan af = p™*"(Cppan + Cmans1P +++) yang berarti cppn = apma’y
dengan c,,,., # 0. Akibatnya, menurut Lema 3.7., berlaku ¢, 1r, + Cnans+10 + =
merupakan unit di Z,. Berdasarkan Teorema 3.9., diperoleh ketunggalan af =
P (Cman T Cmansap + ) sehingga berlaku  9,(af) =m+n =9,(a) +

Oy (B)-
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(2) Misalkan min{9,(a),9,(8)} = 9,(a) = m yang berarti n = m + r untuk suatu
r = 0. Jadi,
a+pf=p"y+p"s=p"(y +p’0).
Akibatnya, 9, (a + ) = m = min{9,(a), 9, (B)}.

Proposisi 3.14. [5] Diberikan bilangan bulat p-adic a, 8 € Z,. a|p jika dan hanya jika 9, (a) <
U, (B).

BUKTI. Diketahui a, § € Z,,. Misalkan 9, (a) = m dan 9,,(8) = n.

(=) Diketahui a|f yang berarti § = ay. Berdasarkan Lema 3.13., diperoleh 9,(f) =
Y, (ay) = 9,(a) + 9,(y). Oleh karena itu, didapatkan 9, (a) < 9,(B).

(<) Misalkan 9, (a) < 9, (), yaitu m < n. Artinya, « = p™y dan f = p™§ untuk suatu unit
¥, 6 € Zy. Jadi, B = p™yp" ™8y ~! = an dengan n = p" "5y ~*. Dengan kata lain, a|p.

Proposisi 3.15. Ring bilangan bulat p-adic Z,, merupakan daerah ideal utama.

BUKTI. Diketahui ring Z,, merupakan daerah integral. Akan ditunjukkan ring Z, merupakan
daerah ideal utama. Diambil sebarang ideal I di ring Z,,. Misalkan n = min{d, (a)|a €I}. Akan
ditunjukkan bahwa I = (p™).

Pertama-tama, akan dibuktikan terlebih dahulu (p™) < I. Diperhatikan bahwa n =
min{d, (a)|a €I} sehingga terdapat a € I sedemikian sehingga 9, (a) = n yang berarti a =
p™y untuk suatu unit y € Z,. Didapatkan, p™ = ay~! € I. Akibatnya (p") < I.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa I € (p™). Diambil sebarang g € I dengan ¥,,(f) = s
sehingga berlaku s > n. Jadi, 8 = p™(p*"y) € (p™). Dapat disimpulkan bahwa I = (p™).
Dengan Kata lain, ring Z,, merupakan ideal utama.

Akibat 3.16. Diberikan ring bilangan bulat p-adic Z, dengan I < Z,,. Jika I merupakan ideal
maksimal di Z,,, maka I = (p).
BUKT]I. Diketahui bahwa Z,, merupakan daerah ideal utama. Diambil sebarang I ideal di Z,.
Berdasarkan Proposisi 3.15, diketahui bahwa untuk I = (p™) untuk suatu n € Z.
I. Untuk n = 1. Dengan memanfaatkan Teorema 2.6, Teorema 2.7, dan
Teorema 3.8, didapatkan I = (p) merupakan ideal maksimal di Z,,.
ii. Untuk n # 1. Ideal I = (p™) bukan merupakan ideal maksimal karena terdapat
ideal sejati (p) sedemikan sehingga (p™)  (p) € Z,.
Dari (i) dan (ii) diperoleh ideal maksimal di Z, adalah I = (p).

Kesimpulan
Adapun kesimpulan dalam penelitian ini meliputi:
1. Ring bilangan bulat p —adic Z, merupakan daerah integral.
2. Suatu bilangan bulat p —adic a = Y2, a; p* merupakan unit jika dan hanya jika
ay # 0.
3. Setiap ideal dalam ring Z, berbentuk I =< p™ > untuk suatu n € Z.
4. Ring Z, memiliki satu ideal maksimal yaitu I =<p >.
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