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ABSTRAK

Dalam teori ruang hasil kali dalam, dua buah vector dikatakan orthogonal jika hasil kali dalam
keduanya sama dengan nol. Dalam perjalananya, konsep keortogonalan yang biasa diketahui tersebut
mengalami perkembangan, salah satunya adalah yang disebut dengan Keortogonalan Birkhoff-James.
Ide dasar dari konsep keortogonalan Birkhoff-James adalah untuk mendefinisikan konsep ortogonalitas
antara dua elemen dalam ruang norma. Penelitian ini mengangkat sifat-sifat keortogonalan Birkhoff-
James di ruang hasil kali dalam dan karakterisasi pemetaan linear yang mempertahankan keortogonalan
tersebut. Hasil yang diperoleh sifat-sifat keortogonalan Birkhoff James seperti non-degenerasi,
simplifikasi, homogenitas, simetri, aditivitas kanan, dan aditivitas Kiri.
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ABSTRACT

In inner product space theory, two vectors are said to be orthogonal if their inner product is equal
to zero. Along the way, the commonly known concept of orthogonality has developed, one of which is
called the Birkhoff-James orthogonality. The basic idea of the Birkhoff-James orthogonality concept is
to define the concept of orthogonality between two elements in a norm space. This research explores the
properties of Birkhoff-James orthogonality in inner product spaces and characterizes linear mapping
that maintains this orthogonality. The results obtained are Birkhoff-James orthogonality properties such
as non-degeneracy, simplification, homogeneity, symmetry, right additivity and left additivity.
Keywords: inner product space, normed space, Birkhoff-James orthogonality

1 Pendahuluan

Dalam ruang hasilkali dalam dimungkinkan untuk mengetahui besarnya sudut yang
dibentuk oleh dua vektor. Dalam ruang ini, dua buah vektor dikatakan tegak lurus atau
ortogonal ketika hasilkali dalamnya nol. Di sisi lain agar konsep keortogonalan dapat digunakan
di ruang bernorma dan tidak hanya di ruang hasilkali dalam, beberapa peneliti telah
mengembangkan beberapa jenis keortogonalan lainnya. Jenis-jenis keortogonalan yang
merupakan hasil dari pengembangan tersebut di antaranya ialah keortogonalan Pythagoras
([1]), keortogonalan sama kaki ([1]), keortogonalan Birkhoff-James ([2]), keortogonalan
Roberts ([3]), dan keortogonalan Bisectrix ([4]).
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Dua buah vektor pada ruang hasilkali dalam dikatakan ortogonal jika sudut yang
terbentuk antara kedua vektor tersebut adalah 90° atau jika perkalian titik antara kedua vektor
tersebut sama dengan nol ([5]). Adapun yang dimaksud sebagai keortogonalan Birkhoff-James
adalah ketika norma dari sebuah vektor tidak pernah lebih besar dari norma penjumlahan antara
vektor tersebut dengan hasil perkalian skalar vektor yang ortogonal dengan vektor yang
bersangkutan ([2]). Sama seperti jenis keortogonalan yang lain, keortogonalan Birkhoff-James
diperkenalkan dengan tujuan melemahkan definisi keortogonalan standar pada ruang hasilkali
dalam agar kemudian dapat diterapkan pada ruang yang lebih umum seperti ruang bernorma.
Selain itu, keortogonalan Birkhoff-James juga memainkan peran penting dalam geometri dari
pemetaan di ruang Hilbert ([6]).

Setiap ruang hasilkali dalam merupakan ruang bernorma ([7]). Oleh sebab itu, meskipun
secara khusus diperkenalkan untuk ruang bernorma, keortogonalan Birkhoff-James tetap
berlaku pada ruang hasilkali dalam karena ekuivalen dengan keortogonalan pada ruang
tersebut. Berdasarkan paparan di atas, pembahasan dalam artikel ini berfokus pada eksplorasi
konsep keortogonalan Birkhoff-James dan sifat-sifat yang berlakudi dalamnya, dalam lingkup
ruang hasilkali dalam.

2 Tinjauan Pustaka

Untuk melakukan tinjauan terkait sifat-sifat keortogonalan Birkhoff-James di ruang
hasilkali dalam diperlukan beberapa definisi dan teorema yang berkaitan. Berikut adalah
beberapa definisi dan teorema yang terkait.

Definisi 1 ([5]). Misalkan K adalah suatu ruang hasilkali dalam, p dan q adalah vektor-vektor
di K. Maka p dikatakan ortogonal terhadap q (dituliskan dengan p L q) jika (p,q) = 0.

Definisi 2 ([8]) Misalkan K adalah suatu ruang hasilkali dalam, norma atau panjang p € K
didefinisikan dengan ||p|| = +/{(p, p).

Identitas Polarisasi ([9]) Pada ruang hasilkali dalam real K, berlaku identitas polarisasi
sebagai berikut:

(p.q) = (lp+al>—Ilp—qll? )
untuk setiap p,q € K.

Definisi 3 ([2]). Misalkan K adalah suatu ruang hasilkali dalam, p dan q adalah vektor-vektor
di K. Vektor p dikatakan ortogonal Birkhoff-James dengan vektor q (dituliskan dengan
p Lg q) jika |[pll < llp + hq|| untuk setiap bilangan skalar real h.

Teorema 1 ([10]). Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam. Untuk setiap p,q € K,
pernyataan p L q ekuivalen dengan pernyataan p Lz q.

BukTI. Akan dibuktikan p L q ekuivalen dengan pernyataan p Lz q. Untuk membuktikannya,
harus ditunjukkan bahwa pembuktian dari kanan ke kiri dan kiri ke kanan berlaku untuk dua
pernyataan tersebut. Untuk pembuktian dari kiri ke kanan, dengan menggunakan sifat-sifat
ruang hasilkali dalam identitas polarisasi seperti pada persamaan (1), untuk setiap p,q € K 3
p L q,p L qterpenuhi jika dipunyai asumsi p Lz q. Selanjutnya untuk pembuktian dari kanan
ke kiri, jika dipunyai asumsi p tidak ortogonal dengan q dan p L q, maka implikasip L q =
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p L q terpenuhi berdasarkan metode pembuktian kontradiksi, karena 3Ip = (1,1),q =
(0,1) e R?,dan h = —% € R yang menyebabkan asumsi tersebut tidak terpenuhi. [

3 Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan Teorema 1, keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasilkali dalam
ekuivalen dengan keortogonalan seperti pada Definisi 1. Oleh sebab itu, sifat-sifat yang berlaku
pada keortogonalan standar juga berlaku untuk keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasilkali
dalam. Adapun beberapa sifat yang berlaku di antaranya ialah non-degenerasi, simplifikasi,
homogen, simetri, aditif-kanan, dan aditif-kiri seperti yang diberikan pada Sifat 1 sampai Sifat
6 berikut:

Sifat 1. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap p € K dan
bilangan skalar real n, ¢ berlaku sifat non-degenerasi dari keortogonalan Birkhoff-James di
ruang hasilkali dalam, yaitu np Lp {p jika dan hanya jika ||n{p|| = 0.

BukTI. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p € K. Akan dibuktikan np Lz {p
jika dan hanya jika ||n{p|| = 0,Vp € K dann,{ € R.

[=] Asumsikan berlaku np Lg {p, yang artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||np|| <
llnp + h{pll Vh,n,{ € R, tetapi ||n{pl| # 0. Akan diperiksa asumsi terpenuhi. Pilih p =

(0,1) eR%, h = —% 3 |Indpll=1=+0. Tetapi di sisi lain dipunyai

2
Inpll = VI > J1 +2(=2)+(=3)" = Ilnp + h{pl, sehingga terjadi kontradiksi. Akibatnya

implikasi jikanp Lg {p, maka ||[n{p|| = 0,Vp € K dan n,{ € R harus benar.

[<] Asumsikan berlaku |[n¢p]| = 0, tetapi np Lz {p tidak berlaku, yang artinya berdasarkan
Definisi 3 dapat ditulis I3p € K dan h,n,{ € R 3 |[npl| > |Inp + h{pl|. Akan diperiksa asumsi

2
terpenuhi. Pilih p = (0,1) € R%,h = —=3 [Iypll = VI > Jl +2(=3)+(-3) =Imp+

2
h{pll. Tetapi di sisi lain dipunyai
lIn¢pll = 1 # 0, sehingga terjadi kontradiksi. Akibatnya implikasi jika ||n{pl|| = 0, maka
np Lg {p,Vp € K dann,{ € R harus benar. [

Sifat 2. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap vektor
p,q € K dan bilangan skalar real n berlaku sifat simplifikasi dari keortogonalan Birkhoff-
James di ruang hasilkali dalam, yaitu jika p Lz q, makanp Lz nq.

BukTI. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p,q € K dan berlaku p L5 q, yang
artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||pl| < |lp + hql|, vh € R. Akan dibuktikan
np Lg nq, artinya akan ditunjukkan Vh,n € R berlaku [Inpll < |lnp + nhqll. Ambil
sembarang p,q € K3 p Lp q, sehingga dipunyai [Inpll = [nlllpll < Inlllp + hqll = lInp +
nhql|. o

Sifat 3. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap vektor
p,q € K dan bilangan skalar real n,{ berlaku sifat homogen dari keortogonalan Birkhoff-
James di ruang hasilkali dalam, yaitu jika p L q, makanp Lz {q.
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BukTI. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p, q € K dan berlaku p L5 q, yang
artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||p]| < |lp + hqll, Yh € R. Akan dibuktikan
np Lp {q, artinya akan ditunjukkan Vh,n,{ € R berlaku ||np|l < |lnp + h{ql||. Ambil
sembarang p,q € K3 p 1 q, sehingga dipunyai [[npll = Inllipll < Inlllp + hqll = lInp +
nhqll = llnp + And¢~*qll = llnp + hn{~*¢qll = linp + hiqll. [l

Sifat 4. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap vektor
P, q € K berlaku sifat simetri dari keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasilkali dalam,
yaitu jikap Lz q, maka q Lg p.

BukTI. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p, q € K. Asumsikan berlaku p L5 q,
yang artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||p|| < ||p + hq]|, Vh € R tetapi q L p tidak
berlaku, yang artinya 3p,q € K,h € R 3 ||ql| > ||q + hp||. Akan diperiksa asumsi terpenuhi.

- 1 1 12
Pilih p= (0., = (L) €RAh=—33 ||q||=\/§>\/2+2(—5)+(—5) = llq +

hpl||. Tetapi di sisi lain dipunyai

2
lIpll = V1> \/1 +2 (— %) +2 (— %) = ||p + hq||, sehingga terjadi kontradiksi. Akibatnya
Sifat 4 harus benar. [

Sifat 5. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap vektor
p,q,r € K berlaku sifat aditif-kanan dari keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasilkali
dalam, yaitu jikap Ly qdanp Lz r,makap Lg q + .

BukTi. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p,q,r € K. Asumsikan berlaku
p 1p q dan p 1p r, yang artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||p|| < ||p + hql| dan
llpll < |lp + hr|l, Yh € Rtetapi p Lz q + r tidak berlaku, yang artinya 3p,q,r € K,h€ R 3
lipll > llp + h(q + r)|l. Akan diperiksa asumsi terpenuhi. Pilih p = (1,0),q = (1,1),r =

2
(01) € R%,h=—23 ||p||=ﬁ>J1+z(—§)+5(—§) = |lp + h(q + r)||. Tetapi di

2
sisi lain dipunyai ||p|l = V1 > Jl +2 (— %) + 2 (— 1) = |lp + hq||, sehingga terjadi

5
kontradiksi. Akibatnya Sifat 5 harus benar. [

Sifat 6. Misalkan K adalah ruang hasilkali dalam atas lapangan real. Untuk setiap vektor
p,q.r € K, berlaku sifat aditif-kiri dari keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasilkali
dalam, yaitu jikaq Lz pdanr Lz p,makaq+r Lg p.

BukTi. Misalkan K ruang hasilkali dalam. Misalkan pula p,q,r € K. Asumsikan berlaku
q Lp p dan r Ly p, yang artinya berdasarkan Definisi 3 dapat ditulis ||q|| < |lq + hp]| dan
Ir]l < |Ir + hp||, Vh € R tetapi q + r Ly p tidak berlaku, yang artinya 3p,q,r e K,h € R 3
llq + r|l > |lq + r + hp||. Akan diperiksa asumsi terpenuhi. Pilih p = (1,0),q = (1,1),r =

2
(01) ER?h=—15 ||q+r||=\/§>\/5+2(—§)+(—§) = |lq + r + hp||. Tetapi di

sisi lain dipunyai

2
lqll = V2 > JZ + 2 (— é) + (— é) = |lq + hpl|, sehingga terjadi kontradiksi. Akibatnya
Sifat 6 harus benar. [
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4 Kesimpulan

Telah diuraikan bahwa sifat-sifat yang berlaku pada keortogonalan standar, seperti non-
degenerasi, simplifikasi, homogen, simetri, aditif-kanan, dan aditif-kiri, semuanya berlaku
untuk keortogonalan Birkhoff-James di ruang hasil kali dalam. Namun demikian, keberlakuan
sifat-sifat tersebut untuk ruang selain hasil kali dalam masih perlu dilakukan investigas lebih
lanjut.
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