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ABSTRAK

Indeks Padmakar-lvan dan indeks Hyper-Wiener memiliki aplikasi penting dalam kimia,
membantu dalam pemahaman ikatan kimia, kerapatan elektron, stabilitas senyawa, dan potensi
reaktivitasnya, membuka pintu untuk analisis yang lebih canggih dan relevan dalam penelitian kimia.
Graf Koprima didefinisikan ketetanggan simpul yang bergantung pada orde dari masing-masing simpul.
Tujuan studi ini adalah mendapatkan rumus umum untuk perhitungan indeks topologi dari graf koprima
untuk grup dihedral, hal ini diharapkan bisa menjadi pandangan baru dalam mengkaitkan antara ikatan
kimia dan aspek teoritisnya. Hasil yang didapatkan pada studi ini diantaranya adalah rumus umum
indeks Hyper-Wiener dan indeks Padmakar-lvan.

Kata Kunci: Graf Koprima, Grup Dihedral, Indeks Hyper Wiener, Indeks Padmakar-lvan.

ABSTRACT

The Padmakar-Ilvan index and the Hyper-Wiener index have significant applications in chemistry,
aiding in the understanding of chemical bonds, electron density, compound stability, and reactivity
potential, opening doors for more advanced and relevant chemical research analysis. Coprime graphs
are defined by the adjacency of vertices depending on the order of each vertice. In this study, formulas
for calculating the Hyper-Wiener index and the Padmakar-Ilvan index of co-prime graphs for dihedral
groups were obtained, with the hope that this could provide new insights into linking chemical bonding
with theoretical aspects.
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1 Pendahuluan

Dalam beberapa tahun terakhir, studi terkait teori graf dalam menggambarkan struktur
aljabar seperti grup telah menjadi fokus penelitian yang semakin intensif [1]. Penelitian-
penelitian ini berkaitan dengan konstruksi dan sifat-sifat graf yang mendasari struktur grup
matematika. Salah satu area penelitian yang menarik adalah studi tentang graf koprima dan graf
non-koprima [2]. Graf koprima adalah graf yang memiliki sifat unik terkait dengan bilangan
prima, sementara graf non-koprima adalah graf yang kontrastnya menarik untuk dijelajahi [3].
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Selain itu, para peneliti juga telah menginvestigasi konsep graf pangkat, yang melibatkan
penggandaan atau pemangkatan graf dalam beberapa iterasi [4]-[6]. Graf pangkat ini memiliki
aplikasi yang luas dalam berbagai bidang, termasuk jaringan sosial dan analisis data. Selain itu,
graf irisan juga menjadi topik penelitian yang populer. Graf irisan melibatkan identifikasi
simpul-simpul yang sama di antara dua atau lebih graf, dan pemahaman lebih lanjut tentang
konsep ini dapat memberikan wawasan berharga dalam pemodelan berbagai fenomena [7].
Selain representasi graf pada grup, banyak studi terkait representasi graf pada gelanggang,
diantaranya adalah graf pembagi nol, praf prima dan graf nilpoten [8]-[10].

Terakhir, para peneliti juga telah mengeksplorasi indeks topologi dari graf-graf tersebut.
Indeks topologi adalah metrik yang digunakan untuk mengukur karakteristik graf, seperti jarak,
kerapatan, atau sifat-sifat khusus lainnya. Penelitian ini bertujuan untuk mengungkapkan
hubungan antara struktur matematika dalam graf dengan indeks topologinya. Beberapa indeks
topologi yang popular adalah indeks Gutman, indeks Harmonic [11], indeks Zagreb, dan indeks
Wiener [12].

Aplikasi indeks Padmakar-Ivan dan Hyper-Winner dalam kimia telah membuka pintu
untuk analisis yang lebih canggih dan relevan dalam bidang ilmu ini. Indeks Padmakar-Ivan
digunakan untuk mengukur kerapatan elektron dalam molekul dan struktur kimia kompleks,
membantu dalam pemahaman ikatan kimia dan sifat elektronik suatu senyawa. Di sisi lain,
indeks Hyper-Winner digunakan untuk memahami stabilitas senyawa kimia dan dapat
memberikan wawasan tentang potensi reaktivitasnya. Dengan menerapkan kedua indeks ini,
peneliti kimia dapat mengoptimalkan rancangan molekul baru, menganalisis sifat-sifat reaktif,
dan bahkan memprediksi perilaku senyawa dalam berbagai kondisi. Dengan demikian, indeks
Padmakar-Ivan dan Hyper-Winner menjadi alat yang sangat berharga dalam upaya pemahaman
lebih mendalam tentang struktur dan sifat kimia [13]. Hal ini yang mendasari penulis dalam
mencari rumus umum untuk Indeks Padmakar-lvan dan Hyper-Winner dari graf koprima untuk
grup dihedral. Hasil ini diharapkan dapat memberikan pandangan baru dalam menghubungkan
antara ikatan kimia dan aspek teoretisnya.

2 Metode

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah bukti deduktif yang membuat dugaan
berdasarkan sifat dan kemudian membuktikan mereka dengan bukti yang kuat. Langkah
pertama adalah mempelajari definisi dan teori tentang graf koprima, grup dihedral, serta indeks
topologi yang digunakan yaitu indeks Hyper-Wiener, dan indeks Padmakar-lvan, kemudian
mencari pola dari indeks yang akan diteliti.

3 Hasil dan Pembahasan

Grup Dihedral adalah kelompok simetri yang terdiri dari rotasi dan refleksi dalam
matematika, digunakan dalam berbagai konteks seperti geometri, fisika, dan kriptografi.
Definisi dari Grup Dihedral diberikan sebagai kelompok simetri yang terdiri dari semua
transformasi isometri yang mempertahankan bentuk dan ukuran suatu poligon.

Definisi 3.1 [14] Grup G,, disebut grup dihedral dengan orde 2n,n > 3 dann € N adalah grup
yang dibangun oleh a, b € Gdengan :

G = (a, bla® = e, b>=e, bab™! = a7 1)

Grup dihedral dengan orde grup dihedral dengan orde 2n dinotasikan dengan D,,,. Graf
koprima dari suatu grup sebarang didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 3.2 [15] Graf koprima adalah graf berhingga yang dinotasikan dengan I'; adalah graf
dengan simpul adalah elemen G dan dua simpul yang berbeda x dan y bertetangga jika dan
hanya jika (ord(x),ord(y)) = 1.

Contohnya apabila diberikan grup Ze = {0,1,2,3,4,5}, maka didapatkan orde masing-
masing anggota grup adalah ord(0) = 1,0rd(1) = 6,0rd(2) = 3,0rd(3) = 2,0rd(4) =3
dan ord(5) = 6. Sehingga simpul 0 akan bertetangga denga semua simpul lain karena orde
yang saling relatif prima. Selain itu terdapat dua sisi lain, yakni yang menghubungkan 2 dan 3
dan 3 dan 4.

Graf koprima dari Grup Dihedral diformulasikan dengan mempertimbangkan simpul-
simpul yang memiliki derajat relatif prima satu sama lain. Konsep derajat dan simpul adalah
kunci dalam pemahaman struktur ini, derajat dan simpul dari graf koprima atas grup dihedral
dirumuskan pada teorema berikut:

Teorema 3.1 [16] Misalkan D,,, adalah grup dihedral dimana n > 3 . jika n adalah bilangan
prima ganjil, maka derajat simpul dari graf koprima dari D,,, adalah :

a. degDZn(ai)=n+1,Vie Z,1<i<n
b. degDZn(aib) =nVieZ1<i<n
C. degD2 (e)=2n-1

Sebagai contoh dari graf koprima untuk grup dihedral D,,, dengan n = 3 ini adalah graf
tripartit lengkap, yakni graf yang simpulnya dapat dipartisi menjadi tiga subhimpunan partisi
dan setiap dua unsrur dari partisi berbeda pasti bertetangga dan tidak ada dua unsur dari satu
partisi sama yang bertetangga.

Gambar 1. graf koprima dari grup dihedral dengan n=3

Untuk kasus yang lebih umum, dimana n merupakan perpangkatan dua, didapatkan hasil
sebagai berikut.

Teorema 3.2 [17] Misalkan D,,, adalah grup dihedral dengann > 3 . jikan = 2%, k € N, maka
graf koprima yang terbentuk dari grup dihedral D,,, ini adalah graf bipartit lengkap.
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AN

ONORS,
Gambar 2. graf koprima dari grup dihedral dengan n= 22

Penelitian ini difokuskan pada penelitian yang membahas indeks Hyper-WIlener dan
indeks Padmakar Ivan. Berikut diberikan definisi — definisinya :

Definisi 3.3 [18] Indeks Hyper-Wiener dari graf G yang dinotasikan dengan WW (G),
didefinisikan sebagai berikut

1
Ww(G) =3 z d(u, v) + d?(w,v)
u,veV(G)

dengan d(u, v) jarak dari simpul u ke v. [4]

Contoh 1 Misalkan I, dengan n = 3 merupakan graf koprima dari D dengan Dg = {e, a, a®,
b,ab,a’b}. Berdasarkan Teorema 1, graf yang terbentuk adalah graf tripartit lengkap.
Akibatnya, derajat simpul e adalah 5. Selanjutnya, jika diperhatikan, derajat simpul dari unsur
rotasi dan refleksi secara berturut—turut adalah 4 dan 3. Oleh karena itu, indeks Hyper-wiener
dari I, . adalah sebagai berikut.

1
WW(G) =5 Z d(u,v) + d?(u, v)
u,veV(G)

([d(e,a) + d*(e,a)] + [d(e,a®) + d?(e,a?®)] + [d(e, b) + d?(e, b)]

+ [d(e,ab) + d?(e,ab)] + [d(e,a?b) + d*(e,a’b)] + [d(a,a?)

+ d?(a,a®)] + [d(a, b) + d?(a,b)] + [d(a, ab) + d?*(a,ab) + [d(a, a®h)
+ d?(a,a’b)] + [d(a?,b) + d*(a?,b)] + [d(a?, ab) + d?(a?, ab)]

+ [d(a?, a2b) + d?(a?, a2b)] + [d(b, ab) + d?(b, ab)] + [d(b, a*b)
+d?(b, a®b)] + [d(ab, a?b) + d?(ab, a®h)] +)

N =

WWwW(G) =

=%([1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[2+22]+[1+12]

+ 1+ 12+ [T+ 12] 4+ [T+ 12] + [T+ 12] + [1 + 1%] + [2 + 2]
+[2+2%]+[2+2%))

1
=§(2+2+2+2+2+6+2+2+2+2+2+2+6+6+6)

—146
= > (46)

=23

Contoh di atas menginspirasi untuk memperoleh sifat yang lebih umum, hasil ini
dituangkan pada Teorema 3 sebagai berikut.
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Teorema 3.3 Misalkan I}, graf koprima dari grup dihedral. Jika n = p dengan p adalah
bilangan prima ganjil, maka indeks Hyper-Wiener dari graf koprima dari grup dihedral adalah

WW(G)=n?— 5n +2

BukTl.  Misalkan I, ~ graf koprima dari grup dihedral. Ambil n =
p dengan p adalah bilangan prima ganjil. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni
v, ={e}, v, ={a,d? ...,a™ 1}, dan v; = {b,ab,a®b,...,a" *b}. Berdasarkan Teorema 1,
diperoleh deg(v,) = 2n — 1, deg(v,) = n+ 1, dan deg(v;) = n, sehingga indeks Hyper-
Wiener dari graf koprima dari grup dihedral untuk n = p sebagai berikut

Ww(G) =% ( Z d(u,v) + d?(u, v))

u,veV(G)

z d(vy,v;) + d?*(vy,v,) | + z d(vy,v3) + d*(vy, v3)

vl,VZEV(G) vl,v3EV(G)

+ Z d(vy,v3) + dz(vz' v3) |+ z d(vy,v,) + dz(vz; V)
vz,vgev(G) vz,vzeV(G)

+ Z d(vs, v3) + d?(v3, v3)
v3,13€V(G)

Karena berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 1, maka diperoleh:
jumlah pasangan simpul pada V(v;,v,) = n —1,
jumlah pasangan simpul pada V (v,, v3) = n,
jumlah pasangan simpul pada V (v,, v3) = n(n — 1),
jumlah pasangan simpul pada V (v,, v,) = %(n2 — 3n+2)
jumlah pasangan simpul pada V (vs, v3) = %n(n -1),
sehingga,

[(Z(n — 1)) + (Z(n)) + ((n? — n)2)

+ ([(n? = 2n) — (2+ 3+...+(n—1)]6)
+([((n?—n)— (A +2+...+(n—1)]6]
=2[(2n? —2n - 2) + G(? = 3n+2)6) + Gn(n — 1)6)]
==[(2n? —2n —2) + (3n? — 6n + 6) + (3n% — 3n)]

:§(8n2 —10n + 4)

=n?—5n +2

N =

WW(FDZn) =

Contoh 2 Misalkan I, dengan n = 4 merupakan graf koprima dari Dg dengan Dg =

{e,a,a? a3, b,ab,a?b,ab}. Berdasarkan Teorema 2, graf yang terbentuk adalah graf bipartit
lengkap. Akibatnya, derajat simpul e adalah 7. Selanjutnya, jika diperhatikan, derajat simpul
dari unsur rotasi dan refleksi sama yaitu 1. Oleh karena itu, indeks Hyper-wiener dari I’ , adalah

sebagai berikut.
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Ww(G) =

> d(u,v) + d?(u,v)

u,veV(G)

([d(e,a) + d*(e,a)] + [d(e,a?) + d*(e,a?)] + [d(e,a®) + d?(e,a®)]

+ [d(e,b) + d?(e,b)] + [d(e, ab) + d?*(e,ab)] + [d(e, a?b) + d?(e, a®bh)]
+ [d(e,a®b) + d?(e,a3b)] + [d(a, a?®) + d?(a,a?)] + [d(a, a®)

+ d?(a,a®)] + [d(a,b) + d*(a,b)] + [d(a, ab) + d*(a, ab)] + [d(a, a®b)
+ d?(a,a?b)] + [d(a,a®b) + d*(a,a®b)] + [d(a?, a®) + d*(a?, a®)]

+ [d(a?,b) + d?(a? b)] + [d(a?, ab) + d?(a? ab)] + [d(a?, a®b)

+ d2(a?,a%b)] + [d(a2, a3b) + d2(a2,a3b)] + [d(a®, b) + d2(a3, b)]

+ [d(a3,ab) + d?(a3,ab)] + [d(a3,a?b) + d?(a3,a?b)] + [d(a3,a®b)

+ d?(a3,a3b)] + [d(b,ab) + d?(b,ab)] + [d(b,a?b) + d*(b,a®b)]

+ [d(b,a®b) + d*(b,a®b)] + [d(ab, a’b) + d*(ab, a?b)] + [d(ab,a3b)
+ d?(ab,a®b)] + [d(a?b,a®b) + d?(a?b,a3b)])

WW(G) =

N =

=%([1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[1+12]+[2
+ 221 H 24+ 22] 4+ [242°] + [2+ 28]+ [2 4+ 2%] + [2 + 23] + [2 4 27]
+[24+ 22+ [24 2]+ [2+22) +[24+2%]+ [2+ 22) + [2 4+ 2%] + [2
+ 22+ 24+ 22)+ [2 4 2%] + [2+ 23]+ [2 4+ 2%] + [2 + 23] + [2 + 27]
+ [2 + 22])

1
=E(2+2+2+2+2+2+2+6+6+6+6+6+6+6+6+6+6+6+6
+6+6+6+6+6+6+6+6+6)

—1 14
_E( 0)

=70

Contoh di atas menginspirasi untuk memperoleh sifat yang lebih umum, hasil ini
dituangkan pada Teorema 4 sebagai berikut.
Teorema 3.4 Misalkan I}, graf koprima dari grup dihedral. Jika n = 2% untuk suatu k € N,

maka indeks Hyper-Wiener dari graf koprima dari grup dihedral adalah
WW(G) = 6n? — 7n + 2

BukTI. Misalkan I, graf koprima dari grup dihedral. Jika 2% untuk suatu k € N. Diperoleh
graf koprima dengan 2 partisi yakni v; = {e}, v, = {a,a? a3, b,ab,a?b,ab}. Berdasarkan
Teorema 2, diperoleh deg(v,) = 2n — 1, deg(v,) = 1, sehingga indeks Hyper-Wiener dari
graf koprima dari grup dihedral untuk n = 2* sebagai berikut
1
wmmm=5< Ezde}HFmJO

u,veV(G)

d(vy,v,) + dz(vp vy) |+ z d(vy,vy) + d? (v3,v5)
Vl,VzeV(G) VZ,VzEV(G)
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Karena berdasarkan definisi grup dihedral, maka diperoleh:
jumlah pasangan simpul pada V (v, v,) = 2n — 1,

jumlah pasangan simpul pada V (v,, v,) =2n? — 3n + 1,
sehingga,

WW(lp,,) =120 -1)2) + ([(2n? — 2n) — (2+3+...+(2n - 1)]6)]

e B

=3 [2(n—1)2 + (2n* — 3n + 1)6]
=~[(4n — 2) + (12n% — 18n + 6)]
=~(12n% — 14n + 4)

=6n%— 7n +2

Definisi 3.4 [19] Indeks Padmakar-lvan yang dinotasikan dengan PI(G) merupakan graf
didefinisikan sebagai berikut

PIO = D (((e) +my(e)
e=u,veEE(G)
Dengan n, (e) adalah semua simpul yang jaraknya dengan simpul u kurang dari simpul v dan
Dengan n,(e) merupakan semua simpul yang jaraknya dengan simpul v kurang dari simpul u.

Contoh 3 Misalkan I, dengan n = 3 merupakan graf koprima dari D dengan Dg = {e, a, a,
b,ab,a’b}. Berdasarkan Teorema 1, graf yang terbentuk adalah graf tripartit lengkap.
Akibatnya, derajat simpul e adalah 5. Selanjutnya, jika diperhatikan, derajat simpul dari unsur
rotasi dan refleksi secara berturut—turut adalah 4 dan 3. Oleh karena itu, indeks Padmakar-lvan
dari I, . adalah sebagai berikut.

PIG) = ) () +my(e)

e=u,veEE(G)

PI(G) = [(n.(e) +nq(e)) + (n.(e) + ng2(e)) + (e (e) + ny(e)) + (ne(e) + nap(e))
+ (ne(e) +ngzp(€)) + (na(e) +ny(e)) + (nale) +ngp(e)) + (ng2(e)
+np(e)) + (ngz(e) + nap(e)) + (ng2(e) + ng2p(e))]

=[14+0)+(1+0)+2+0)+2+0)+2+0)+1A+2)+1+2)+(1
+2)+(1+2)+ (1 +2)+ (1 +2)]

=(14+14+24+24+2+3+3+3+3+3+3)
=26

Contoh di atas menginspirasi untuk memperoleh sifat yang lebih umum, hasil ini
dituangkan pada Teorema 5 sebagai berikut.
Teorema 3.5 Misalkan I, graf koprima dari grup dihedral. Jika n = p, dengan p adalah
bilangan prima ganjil, maka indeks Padmakar-lvan dari graf koprima dari grup dihedral adalah
PI(G) =2n®—-3n?>—n +2

BukTI. Misalkan I, graf koprima dari grup dihedral. Jika = p, dengan p adalah bilangan
prima ganjil. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni v; = {e},v, = {a, da?,---,a™ 1}
dan v3 == {b,ab,a?b, ...,a™ 'b}. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh deg(v;) = 2n — 1,
deg(v,) = n + 1, dan deg(v;) = n, sehingga indeks Padmakar — lvan dari graf koprima dari
grup dihedral untuk n = p dengan p adalah bilangan prima, p # 2 sebagai berikut
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PIG) = ) (&) +my(e)

e=u,vEE(G)

PI@ = D (G, @+, ()

e=v1,V,€E(G)

) (Ou @+,
e=v41,V3EE(G)

) (Ou@+ )
e=v,,V3EE(G)

Karena berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 1, maka diperoleh:
jumlah pasangan simpul pada V(v;,v,) = n —1,
jumlah pasangan simpul pada V (v,, v3) = n,
jumlah pasangan simpul pada V (v, v3) = n(n — 1),
sehingga,
PI(G) = [(n=2)(n—= D]+ [n(n=D]+(n-1) + (n - 2))n(n - 1)]
PI(G)=m?—-3n+2)+ (n?—n)+[(2n—3)(n? —n)]
PI(G) =(m?—-3n+2)+ (n? —n) + (2n3 — 5n% + 3n)
PI(G) =(m?—-3n+2)+ (n? —n) + (2n3 — 5n% + 3n)
PI(G)=2n®-3n —n+2
Contoh 4 Misalkan I, dengan n = 4 merupakan graf koprima dari Dg dengan Dg =
{e,a,a? a3, b,ab,a’b,a’b}. Berdasarkan Teorema 2, graf yang terbentuk adalah graf bipartit
lengkap. Akibatnya, derajat simpul e adalah 7. Selanjutnya, jika diperhatikan, derajat simpul
dari unsur rotasi dan refleksi sama yaitu 1. Oleh karena itu, indeks Padmakar-Ivan dari I,
adalah sebagai berikut.

PI(G) = PI(G) = [(ne(e) +ng(e)) + (ne(e) + ngz(e)) + (ne(e) + nga(e)) +
(e + (ne(e) + np(e)) + (ne(e) + ngp(€)) + (nele) + ngzp(e)) +
(ne(e) + ngap(e))]
=[(6+0)+ (6+0)+ (6+0)+ (6+0) + (6+0) + (6 + 0) + (6 + 0)]
=(6+6+6+6+6+6+6)
=42

Contoh di atas memberikan inspirasi untuk mendapatkan sifat yang lebih umum, yang
kemudian diwujudkan dalam hasil berikut.
Teorema 3.6 Misalkan I}, graf koprima dari grup dihedral. Jika 2k untuk suatu k € N, maka
indeks Padmakar-Ivan dari graf koprima dari grup dihedral adalah

PI(G) = 4n* — 6n +2

BukTI. Misalkan I}, graf koprima dari grup dihedral. Jika 2% untuk suatu k € N. Diperoleh
graf koprima dengan 2 partisi yakni v; = {e}, v, = {a,a? a3, b,ab,a?b,ab}. Berdasarkan
Teorema 2, diperoleh deg(v;) = 2n — 1, deg(v,) = 1, sehingga indeks Padmakar - lvan dari
graf koprima dari grup dihedral untuk n = 2% untuk suatu k € N sebagai berikut

PIG = ) () +my(e)

e=u,vEE(G)
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PI@ = D (G, +m,(e)

e=v,,V,€E(G)

Karena berdasarkan definisi grup dihedral, maka diperoleh:
jumlah pasangan simpul pada V (v, v,) = 2n — 1,
sehingga,

PI(G) = (((2n—2) + 0))(2n — 1)

PI(G) =(2n—-2)(2n—1)

PI(G) = (4n? — 6n +2)

4 Kesimpulan

Graf koprima dari grup dihedral memiliki beberapa indeks topologi. Penelitian mengkaji
Indeks Hyper-Wiener dan indeks Padmakar-lvan dari graf koprima dari grup dihedral dengan
kasus n suatu bilangan prima dan n = 2k, k adalah bilangan asli. Nilai indeks Indeks Hyper-
Wiener dari grup dihedral berorde prima ganjil dan berorde perpangkatan dua secara berturut
turut adalah n? — 5n + 2 dan 6n? — 7n + 2. Lalu . Nilai indeks Indeks Padmakar-lvan
dari grup dihedral berorde prima ganjil dan berorde perpangkatan dua secara berturut turut
adalah 2n3 — 3n%? — n + 2 dan 4n? — 6n + 2.
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