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ABSTRAK 
 

Pemanfaatan magnetohidrodinamik (MHD) pada bidang teknologi cukup luas, salah satu contohnya 

adalah pada PLTU. Dengan adanya penerapan MHD pada PLTU, diperoleh efisiensi mencapai 30%. 

Pemanfaatan MHD juga dilakukan pada pengeboran minyak. Pada penelitian ini dibahas model 

matematika dan solusi numerik dari permasalahan aliran magnetohidrodinamik (MHD) fluida 

viskoelastik melewati bola pejal teriris yang dipengaruhi konveksi campuran. Aliran fluida viskoelastik 

tersebut mengalir dari bawah dan melewati bola pejal teriris. Model matematika dari permasalahan ini 

diperoleh dari hukum konservasi massa, momentum, dan energi. Selanjutnya, persamaan pembangun 

ditransformasikan ke bentuk non-dimensional menggunakan variabel non-dimensional dan diperoleh 

persamaan diferensial parsial (PDP) non-linier. PDP ini selanjutnya diubah ke persamaan diferensial 

biasa (PDB) non-linier menggunakan persamaan similaritas, yaitu dengan memperkenalkan fungsi alir. 

PDB non-linier ini kemudian diselesaikan secara numerik menggunakan metode Keller-Box. Hasil 

numerik yang diperoleh berupa kurva profil temperatur dan kecepatan fluida pada lintasan aliran depan 

titik stagnasi bagian bawah bola teriris. Kurva profil temperatur dan kecepatan fluida diperoleh dengan 

memvariasi parameter magnetik, parameter konveksi, parameter viskoelastik, Bilangan Prandtl, dan 

sudut irisan bola. Hasil simulasi numerik di-peroleh bahwa semakin besar parameter konveksi, 

parameter magnetik dan besar sudut irisan bola maka semakin naik kurva profil kecepatannya, 

sedangkan untuk kurva profil temperaturnya turun. Apabila parameter viskoelastik dan Bilangan Prandtl 

dinaikkan maka kurva profil kecepatan turun, sedangkan kurva profil temperaturnya naik. 

 

Kata Kunci:  Magnetohidrodinamik, Fluida Viskoelastik, Bola Teriris, Konveksi Campuran, Metode 

Keller-Box. 

 

ABSTRACT 

 
The use of magnetohydrodynamics (MHD) in the field of technology is quite extensive, one example is 

in PLTU. With the application of MHD in PLTU, the efficiency reaches 30%. MHD is also used for oil 

drilling. This study discusses the mathematical model and numerical solution to the problem of 

magnetohydrodynamic flow (MHD) of a viscoelastic fluid passing through a solid sliced sphere affected 

by mixed convection. The viscoelastic fluid flow flows from below and passes through the sliced solid 

ball. The mathematical model of this problem is derived from the laws of conservation of mass, 

momentum, and energy. Furthermore, the builder's equation is transformed into non-dimensional form 

using non-dimensional variables and a non-linear partial differential equation (PDP) is obtained. This 

PDP is then converted to a non-linear ordinary differential equation (GDP) using a similarity equation, 

namely by introducing a flow function. This non-linear GDP is then solved numerically using the Keller-

Box method. The numerical results obtained are in the form of temperature and fluid velocity profile 

curves on the flow path ahead of the stagnation point at the bottom of the sliced ball. The temperature 

and fluid velocity profile curves were obtained by varying the magnetic parameters, convection 
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parameters, viscoelastic parameters, Prandtl number, and spherical wedge angle. The results of the 

numerical simulation show that the greater the convection parameter, the magnetic parameter and the 

angle of the sphere slice, the velocity profile curve increases, while the temperature profile curve 

decreases. If the viscoelastic parameter and Prandtl number are increased, the velocity profile curve 

decreases, while the temperature profile curve increases. 

 

Keywords: Magnetohydrodynamics, Viscoelastic Fluids, Sliced Balls, Mixed Convection, Keller-Box 

Method 

. 

1 Pendahuluan  

 Magnetohidrodinamik (MHD) merupakan aliran khusus yang akhir-akhir ini sering 

diteliti [1]. Pemanfaatan magnetohidrodinamik pada bidang teknologi cukup luas, salah satu 

contohnya adalah pada PLTU. Dengan adanya penerapan MHD pada PLTU, diperoleh efisiensi 

mencapai 30% [2]. Pemanfaatan MHD juga dilakukan pada pengeboran minyak, simulasi yang 

akurat terkait aliran lumpur pada pengeboran minyak di persekitaran antara pipa bor dan 

dinding tanah sangat penting untuk mengevaluasi variasi tekanan dalam lumpur di dalam sumur 

bor [3]. Fluida viskoelastik merupakan salah satu jenis dari fluida Non-Newtonian selain fluida 

pseudoplastic, fluida rheopectic, dan fluida thixotropic yang memiliki sifat viskos (kental) dan 

elastis. Penerapan dari fluida viskoelastik sangat penting terutama untuk pengeboran minyak, 

industri pertahanan, dan industri makanan. Penelitian terkait fluida ini telah dilakukan oleh [4] 

yang meneliti pengaruh aliran fluida viskoelastik yang melewati pelat datar. Dan juga Sahaya 

[5] telah melakukan penelitian aliran fluida magnetohidrodinamik viskoelastik tersuspensi yang 

melewati pelat datar.  

      Berdasarkan kegunaan MHD yang sangat menunjang dalam perkembangan teknologi, 

maka perlu dilakukan penelitian yang lebih mendalam terkait fluida viskoelastik ini. Pada paper 

ini dibahas model matematika dari permasalahan aliran magnetohidrodinamik fluida 

viskoelastik melewati bola teriris yang dipengaruhi konveksi campuran. Aliran MHD fluida 

viskoelastik ini mengalir dari bawah dan melewati bola pejal teriris. Model Matematika ini 

selanjutnya diselesaikan secara numerik menggunakan metode beda hingga implisit skeme 

Keller Box. Hasil simulasi numerik yang diperoleh berupa kurva profil temperatur dan 

kecepatan fluida pada depan titik stagnasi bagian bawah bola teriris dengan memvariasikan 

nilai parameter magnetik, parameter konveksi, parameter viskoelastik, bilangan Prandtl, dan 

sudut irisan bola.  

 

2 Metode Penelitian   

Adapun langkah-langkah dari  penelitian ini  adalah sebagai berikut: 
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2.1. Perumusan Model Matematika  

                         

Gambar 1 :  Model Fisis dari permasalahan 

Model matematika dari permasalahan aliran magnetohidrodinamik fluida viskoelastik 

melewati bola teriris yang dipengaruhi konveksi campuran ini terdiri dari persamaan- 

persamaan kontinuitas, momentum, energi, dan syarat batas. Namun persamaan momentum 

tidak mudah untuk diselesaikan sehingga dibutuhkan penyederhanaan menggunakan teori 

lapisan batas. Proses penyederhanaan tersebut ditunjukkan oleh [6]-[12]. Adapun model 

matematikanya adalah: 

 
1. Persamaan Kontinuitas 

                                                         
𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑟𝑣)

𝜕𝑦
= 0                                                          (1) 

2. Persamaan Momentum 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −
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+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 𝐾 [

𝜕
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(𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2) + 𝑣
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
] −

25

16
𝑀𝑢

+ 𝜆𝑇 tan (
𝑥 cos 𝑥

cos 𝜃𝑠
)                                                                                        (2) 

3. Persamaan Energi 

                                                           𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1

𝑃𝑟

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
                                                 (3) 

dengan kondisi batas : 

𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 1 untuk 𝑦 = 0 

𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0, 𝑇 = 0 untuk 𝑦 → ∞ 

dan : 

𝑢: Komponen kecepatan pada sumbu-𝑥 

𝑣: Komponen kecepatan pada sumbu-𝑦 

𝑥: Koordinat arah gerak permukaan 

𝑦: Koordinat arah normal terhadap gerak permukaan 

𝜌: Massa Jenis 

2.2. Pembentukan Persamaan Similaritas 

     Untuk mengubah persamaan diferensial parsial non-linier menjadi persamaan diferensial 

biasa non-linier digunakan fungsi alir (stream function) dan temperatur, yang dinyatakan 

dengan [10] : 
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𝜓 = 𝑥𝑟(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜂),       𝑇 = 𝜃(𝑥, 𝜂) 

dan  𝜓 merupakan fungsi alir yang didefinisikan sebagai berikut : 

𝑢 =
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜂
,      𝑣 = −

1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑥
 

Dengan mensubstitusikan fungsi alir di atas kedalam persamaan (1)-(3) maka diperoleh 

persamaan similaritas sebagai berikut : 

Persamaan Kontinuitas 

                                                                        
𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝜂
−

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝜂
= 0                                                           (4) 

Persamaan Momentum 

    0 = 𝑓′′′ + 2𝑓𝑓′′ − (𝑓′)2 +
9

4 𝑐𝑜𝑠2 𝜃𝑠
− 2𝐾(𝑓′𝑓′′′ − 𝑓𝑓′′′′ − (𝑓′′)2) +

𝜆𝜃

cos 𝜃𝑠

−
25

16
𝑀 (𝑓′ −

3

2 cos 𝜃𝑠
  )                                                                                         (5) 

Persamaan Energi 

                                                                       
1

𝑃𝑟
𝜃′′ + 2𝑓𝜃′ = 0                                                         (6) 

Dengan kondisi batas : 

𝑓(0) = 𝑓′(0) = 0, 𝜃 = 1 untuk 𝜂 = 0 

𝑓′(∞) = 1, 𝑓′′(∞) = 0, 𝜃(∞) = 0 untuk 𝜂 → ∞ 

1.1 Skema Keller-Box 

     Pada paper ini, model yang ada diselesaikan menggunakan metode Keller-Box dengan 

tahapan sebagai berikut : 

1. Transformasi menjadi orde pertama 

2. Diskritisasi model menggunakan metode beda hingga pusat 

3. Linierisasi model menggunakan metode newton 

4. Teknik eliminasi blok 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

 Pada simulasi numerik ini digunakan software MATLAB.  Nilai parameter yang digunakan 

pada simulasi numerik ini adalah 𝑀 = 10, 𝐾 = 1, 𝑃𝑟 = 0.7, 𝜆 = 1, 𝜃𝑠 =
𝜋

4
= 450 . Pemilihan 

nilai 𝑀, 𝐾, 𝑃𝑟, 𝜆, 𝜃𝑠 berdasarkan nilai yang menghasilkan grafik yang stabil dan dapat dilihat 

dengan jelas setelah percobaan memasukkan beberapa nilai 𝑀, 𝐾, 𝑃𝑟, 𝜆, 𝜃𝑠 . Hasil simulasi 

numerik sebagai berikut :  
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Gambar 2: Profil Kurva Kecepatan dan Temperatur dengan Variasi Parameter Magnetik.  

Hal ini disebabkan ketika medan magnet bertambah maka massa jenis fluida berkurang, 

sehingga hambatan dari gaya antar partikel juga berkurang, dan selanjutnya kecepatan akan 

semakin bertambah. Medan magnet bertambah dan massa jenis berkurang juga menyebabkan 

energi internal fluida semakin bertambah sehingga energi yang digunakan untuk bergerak akan 

berkurang. Selanjutnya temperatur akan menurun ketika parameter magnetik bertambah. 

 

Gambar 3: Profil Kurva Kecepatan dan Temperatur dengan Variasi Parameter Viskoelastik. 

Hal ini diakibatkan pergerakan fluida menjadi lebih lambat ketika fluida tersebut memiliki 

elastisitas yang besar dan juga elastisitas yang tinggi pada fluida dapat meningkatkan profil 

temperatur. 
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Gambar 4: Profil Kurva Kecepatan dan Temperatur dengan Variasi Parameter Konveksi 

Campuran  

Hal ini dikarenakan pengaruh gaya apung,dimana gaya apung fluida mempengaruhi momentum 

fluida sehingga kecepatan aliran fluida semakin besar dan temperatur turun. 

 

Gambar 5: Profil Kurva Kecepatan dan Temperatur dengan variasi Parameter Bilangan Prandtl. 

Hal ini disebabkan oleh Bilangan Prandtl berbanding lurus dengan massa jenis  sehingga jika 

Bilangan Prandtl  meningkat maka massa jenis fluida juga meningkat. Hal inilah yang 

menyebabkan kecepatan menurun dan perpindahan panas ke permukaan  lebih cepat dari 

fluidanya sehingga menyebabkan temperatur semakin menurun. 

 

Gambar 6: Profil Kurva Kecepatan dan Temperatur dengan Variasi Sudut Irisan Bola. 
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Hal ini disebabkan letak titik stagnasi semakin keatas karena besar sudut irisan semakin besar 

sehingga menyebabkan profil kecepatan meningkat. Dan juga semakin besar sudut irisan bola 

maka permukaan depan bertambah luas yang menyebabkan distribusi panas ke bola lebih cepat 

bila dibandingkan dengan distribusi panas ke fluidanya sehingga megakibatkan temperatur 

menurun. 

 

4 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan diatas, diperoleh kesimpulan bahwa profil kurva kecepatan 

semakin meningkat ketika parameter magnetik, parameter konveksi campuran, dan variasi 

sudut irisan semakin besar. Namun, ketika Bilangan Prandtl dan parameter viskoelastik 

semakin besar maka profil kurva kecepatan semakin menurun. Profil temperatur meningkat 

ketika parameter viskoelastik semakin besar. Namun, profil kurva temperatur menurun ketika 

parameter magnetik, parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl, dan variasi sudut irisan 

semakin besar. 
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